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ERRATA. 


Page  33,  ligne  l'j,  au  //ch  f/e  ])ropienienl  primitives  de  déteiminant  —  N,  A«'z  qua- 
dratiques de  déterminant  — iN  dont  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair 

Page  228,  ligne  6,  au  lieu  de  — -■,  lisez 

etv  dv 

Page  228,  ligne  8,  au  lieu  de  T,  litez  F. 

Page  253,  ligne  6,  avant  est  convergente,  mettez  où  «„,  a,,  «.. ,    .  .  sont  des  (juaii- 

tités  positives  ou  négatives. 
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SUR  LA  FORME 

X-  +2 Y-  +  aZ-  -^  4T-: 

Par   m.   J     LlOl  VILLE. 


1.  Étant  donné  un  entier  n,  on  demande  une  règle  simple  pour  cal- 
culer le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

X-  -+-  2  Y-  -f-  2Z-  J-  4T-. 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

7^  =  X--h  2 Y-  -+-  aZ-  H-  4T=. 

où  X,  Y,  Z,  T  sont  des  entiers  quelconques  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Nous  ferons  comme  à  l'ordinaire  n  =  i"  m,  ni  étant  impair  et  l'expo- 
sant a  pouvant  se  réduire  à  zéro.  On  comprend  facilement  que  les 
divers  cas  à  examiner  se  ramèneront  tous  à  la  considération  de  la 
forme 

,.r-  -f-  _/"  -H  2  (  s-  -t-  t'). 

Nous  supposons  donc  connus  du  lecteur  les  résultats  que  nous  avons 
obtenus  dans  le  cahier  de  juillet  i86o  pour  cette  dernière  forme,  ré- 

■|ome  VII  (q'  série).  —  Janvier  iSG-j.  ' 
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siillals  qui  du  reste  découlent  eux-mêmes,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  des  théo- 
rèmes de  Jacobi  concernant  les  représentations  par  une  soinr.ie  de 
quatre  carrés. 

Soit  d'abord  /;  impair,  n  —  m,  en  sorte  qu  il  s'agisse  du  nombre  N 
des  solutions  de  l'équation 

m=  X-  -f-  2 Y-  -1-2Z-  +  4T- 

dans  laquelle  X  ne  pourra  évidemment  être  qu'impair.  En  l'écrivant 
ainsi 

m  —  X-  +  [  aT)-  +  2  (Y-  +  Z-\ 

on  verra  qu'elle  ne  diffère  de  l'équation 

m  ^  jc'-  -i-  y-  -i-  a  (2--  +  t'-) 

où  l'un  des  entiers  .r,  j  sera  pair,  l'autre  impair,  qu'en  ce  que  le 
carré  impair  X'-  est  toujours  le  premier,  et  le  carré  pair(2T)-  toujours 
le  second,  ce  qui  réduit  à  moitié  le  nombre  des  solutions.  Mais  ce 
nombre,  pour 

m  ^  X-  -}-_)■-  H-  a  (z.-  +  /-', 

a  été  trouvé  égal  à  4Ç(('»),  Ç,  [m)  désignant  la  somme  des  diviseurs 
de  m.  Le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

ni  —  X-  -f-  2Y-  -H  2Z-  -I-  L\T- 

est  donc  fourni  |iar  la  formule 

N  =  aÇ,  {m). 

Soit  à  présent  n  pair,  //  =  2'/»,  a  >  o.  Il  est  clair  que  dans  l'écjua- 
tion 

■x' m  =  X-  +  2Y-  +  2Z-  -I-  4T- 

X  devra  être  pair.  Soit  donc 

X=:2U. 
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Il  s'ensuivra 

■î'-'m  =  2U-  +  Y-  -+-  Z-  +  2T-, 

équation  qui  revient  à 

2'''~' m  =  .f-  +  )'"  4-  a  (z-  +  t'-) 

et  qui  à  son  tour  reproduirait  par  des  opérations  inverses  celle  dont 
elle  a  été  déduite. 

-Ayant  donc  trouvé  pour  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  le 
nombre  des  solutions  de  l'équation 

nous  en  conclurons,  pour  Ji  pair  =  i'^  m,  le  nombre  N  des  solutions  de 
notre  équation 

/^  =  X-  -+-  a  Y-  +  2Z-  -t-  4T-. 

Pour  n  impairement  pair,  n  =  2 m,  nous  aurons  ainsi 

N  =  /,Ç,  (m). 

Pour  N  divisible  par  4,  'ion  par  8,  n  =  /\in,  il  nous  Viendra 

Enfin  pour  n  divisible  par  8,  avec  quotient  pair  ou  impair,  n  :=  1'' ni, 
a  >  2,  ou  doit  prendre 

N  =  2/,Ç,(m). 

2.  Supposons  <'i  présent  qu'on  veuille  chercher  cà  part  le  nombre  iM 
des  solutions  propres  de  l'équation 

n  =  X-  +  2Y-  +  aZ-  -I-  4T'', 

c'est-à-dire  le  nombre  M  des  solutions  qui  subsistent  en  e.sigeant  que 
les  valeurs  simultanées  de  X,  Y,  Z,  T  ne  soient  jamais  divisibles  par  un 
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mèuie  enlier  >  i.  En  continuant  à  faire  n  =  i"  m,  il  faiiclia,  comme 
clans  le  cahier  de  juillet  1860,  substituer  à  la  fonclioii  numérique 
Ç,  (/«)  la  fonction  Z^yin]  ainsi  définie  :  l'expression  de  m  en  l'acteurs 
premiers  étant  «"//'...  f  ' ,  on  prend 

Z,  îiii]  =■  in"  +  n"^')  {/)"  +  6'^').  •  •(c'"'  +  c'-"~'). 

Ajouions  cpie  pour  ni  =:  1 ,  nous  faisons  Z,  1  m]  =  1 . 
Cela  posé,  pour  /i  impair,  /i  =  m,  ou  a 

M  =  '^Z,  (». 

Pour  n  uupairement  pair,  n  =  2."«, 

M  =:  4Z,    m\ 


Pour  «  =^  Liiii, 
Pour  /i  =^  Ain. 
Poui'  /i  ^  i6/?i, 


M  =  6Z,  :m). 
]M  =  20  Z|  ^"i^. 


Eufir.  poiu-  ?2  divisible  par  32,  cest-à-dire  pour  n  =  -2'^ m,  avec  iz  >  4, 
on  a  généialement 

IM  =  o; 

cela  tient  à  ce  que  les  entiers  X,  Y,  Z.   T,  ne  peuvent  plus  alois  être 
que  pairs,  c'est-k-dire  tous  divisibles  par  2. 


PUREES  ET  APPLIQUÉES. 

SUR  LA  FORME 

X^  +  8(Y^  +  Z-  +  T-); 

Par  m.  j.  liouville. 


1.  Étant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  je  représenterai  par 
■2^ m,  m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro),  on  de- 
mande !e  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

X^  +  8(Y^  +  Z-  -^T'), 

c'ei>t-à-ilire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

/i  =  X- -+-8(Y- +  Z-  +  T-), 

où  X,  Y,  Z,  T  sont  des  entiers  indifteremment  positifs,  nuls  ou  né- 
gatifs. 

Cette  question  sera  aisée  à  résoudre  si  l'on  se  rappelle  ce  que  nous 
avons  dit  (dans  le  cahier  de  juillet  1861)  au  sujet  des  deux  formes 

x-  -\-  r''  -h  s-  +  2  t-,     ,r-  +  2  [j-  +  2-  -I-  t'-); 

et  la  fonction  numérique  de  m  dont  tout  dépendra  sera  encore  celle 
que  nous  désignons  à  l'endroit  cité  par  la  simple  lettre  S,  et  aussi  par 
w,  [m).  Ayant  décomposé  l'entier  mipair  m  en  deux  facteurs  d,  r)  de 
toutes  les  manières  possibles,  on  a 

j' — I. 

2.  Prenons  d'abord  n  impair,  ?i  =  m.  Il  est  évident  que  les  entiers 
impairs  représentés  par  X-  +  8  (Y-  +  Z-  +  T-)  sont  tous  ^  i  (■  mod.  8), 
en  sorte  que  N  =  o  quand  m  est  de  la  forme  8Â:  —  i  ou  de  la  forme 
8A:  ±i  '3.  Soit  donc  m  =  8A -h  1.  J'observe  qu'avec  cette  dernière  va- 
leur de  m,  l'équation 

m  =  X-  -4- 8  (Y-  -+-Z-  +  T-) 
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ne  {liffért"  pas  de  celle-ci 

m  =  X-  +  2  [y-  -h  z-  -\-  t-), 

atteiuhi  que  m  —  X"  étant  un  multiple  de  8,  les  entiers   r.    r,  i   ne 
peuvent  être  que  pairs.  Or  le  nombre  des  solutions  de  l'équalion. 

m  =  8/t;  -+-  I  =  X'  +  2  (  )•-  +  zr  4-  /-  ) 

est  2 'ri,  (/«).  Pour  le  nombre  N  des  solutions  de  notre  équation 

m  =  8A-  ■+  I  =  X-  +  8  (Y-  +  Z-  +  T'  1, 

on  a  donc  aussi 

r>.   Prenant  ensuite  n  pair,  nous  voyons  qu'aucun  nombre  impaire- 
ment  pair  ne  peut  être  représenté  par  la  forme 

X^  +  8(Y-  +  Z-  +  T-). 

Ainsi   pour  n  =  2/«,   on  a  N  =  o.  Mais  pour  n  divisible  par    |,   non 
par  8,  on  a 

N   —  2r,)|  [m) 

quand  m  =  8A'  ±:  i,  et 

N  =  6'0|  (m)  » 

quand  m  =  8A"  ±:  3.  En  effet,  l'équation 

4m  =  X-  +  8(Y-  +  Z-^T-  ' 

exige  que  l'on  ait  en  nombres  entiers  X  =  2X,  et  par  conséquent  se 
ramène  à  l'équation  déjà  traitée  par  nous 

m  =  .r^+  a  (Y-  +  Z"  +  T"). 

En  généra!  l'équation 

r," m  ==  X-  +  8  (Y-  +  V  +  T"), 

a  partir  de  i<:  =;  2.  se  ramène  à  celle-ci  : 

■>!'~^ m  =  j:-  +  2  (Y-  +  Z-  -I-  T-). 
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Donc,  pour  a  >  2.  le  nombre  JN  des  solutions  de  l'équation 

2"  m  =  X'-  +  8  (  Y-  +  Z-  +  T-) 

est  exprimé  par  la  formule 

N=2|_2'-'-'-(-l)^~J    W,(„0, 

en  soi'te  que  l'on  a 

N  =  1  il"'''  —  1)  oj,  {m) 

quand  m  =  8A-  ±  t  ,  mais 

N  =  2  (a''"'  +  1)  fj),  (m) 
quand  /»  =  SA'  ±:  3. 

4.  On  peut  aussi  désirer  de  connaître  le  nombre  M  des  solutions 
propres  de  l'équation 

//     ou     2"  lit  =  X-  -I-  8  (  Y"  +  Z-  +  T- 1. 

]1  faudra  alors  substituer  à  la  fonction  oj,  (ni)  une  autre  fonction  nu- 
mérique 

O,  [m] 
que  je  dois  d'abord  définir. 

Soit  f)  un  quelconque  des  facteurs  premiers  dont  m  se  conq)ose  et  p. 
son  exposant  dans  l'entier  impair  m,  en  sorte  que  l'on  |nnsse  éciire. 
d  après  une  notation  connue, 

Je  définis  O,  [m]  par  l'équation 

c[ue  l'on  peut  écrire  aussi,  au  moyen  du  signe  I  v  )  de  Legendre.el  de 
Jacobi, 

Ajoutons  que  pour  m  =  i,  nous  prenons  O,  [m)  =  i . 
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Cela  posé,  pour  //  impair,  n  =  m,  on  a 
M  =  o 
quand  m  est  de  la  (arn)e  8A  —  i  ou  de  la  forme  Sk  ±  3,  mais 

M  =  3O,  [m) 
quand  m  =  8X-  -f-  i . 

Pourra  impairemenr  pair,  ri  =  oui,  on  a  toujours 

M  =  o. 
Pour  71  divisible  par  4,  no»  par  8,  n  —  t\in,  on  a 

M  =  o 
quand  m  =:  8A  +  1,  mais 

M  =  2O,  (/n) 
quand  //(  =;  SA  —  i ,  et 

iM  =  60,  (/«) 
quand  m  =  8A  ±;  3. 

Pour  //  divisible  |)ar  8,  non  par  iG,  n  =  8/n,  on  a 

M  =  6(J,(/»1 
quand  ///  =  8A  zr  1,  mais 

N  =  loO,  [m] 
quand  /h  :^  8A  ±:  3. 

Enfin  pour  ii  divisible  par  16,  cest-k-dire  pour  n  =  1"  m,  avec  «  >  3, 
on  a,  quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m,  la  formule  unique  que 
voici  : 

M  =  3.2"~'0,  (m). 

Nous  croyons  pou\  oir  nous  dispenser  d'ajouter  des  exemples. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

SUR  LA  FORME 

X-  +  4Y^  +  4Z^H-8T=; 

Par  m    J.   LIOL ville. 


1.  Étant  donné  un  entier  //,  pair  ou  impair,  on  demande  le  non)ljre 
N  des  représentations  de  ?i  par  la  forme 

X^  +  4 Y-'  -i-/|Z-  +  8T% 

c'est-à-dire  le  nombre  jS  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  =  X-  -h  4  Y-  —  'iZ-  4-  8T-, 

où  X,  Y,  Z,  T  sont  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Nous  poserons 

71  =  2^  m, 

ni  étant  impair  et  l'exposant  c/,  pouvant  se  réduire  à  zéro.  On  va  voir 
que  pour  la  forme  actuelle 

X-  4-  4Y-  +  4Z'  +  8T-, 

comme  pour   la  forme 

X-  +  8(Y-  -^Z-4-T=) 

considérée  dans  l'article  précédent,  tout  dépend  de  la  fonction  (ù,(in) 
définie  ( ^n  moyen  des  diviseurs  conjugués  r/,  c?  de  m]  par  réc|uation 


K-o  ^  ^- 


Mais,    pour  comprendre   nos  démonstrations,  \\  ne  suffira  pas  de  se 
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rappeler  ce  que  nous  avons  dit    dans  le  cahier  de  juillet  1861)  au  su- 
jet des  deux  formes 

X-  -^  y-  ^-  i-  -\-  2l'\      X--  ->r  1  [f-  H-  --  -t-  1-)  : 

on  devra  v  joindre  ce  que  nous  avons  ajouté  ;dans  le  cahier  de  sep- 
tembre 1861)  concernant  la  forme 

X-  -^y-  -r-  :■'  -f-  Se-. 
2.   Soit  dabord  n  impair,  ii  =  m.  L'équation 


lo 


3  =  X^  +  :\Y'  +  yr  +  81^ 


est  évidemment  impossible  en  nombres  entiers.  Pour  m  =  4g  -f-  3.  on 
a  donc  N  =  o.  Mais  si  l'on  prend 

m  =  4g^i, 
on  a  ma 

N  =  20J,  (o»)  ; 
car  l'équation 

m  =  'ig  -i-  I  =  X-  -h  ',Y-  ^  ]Z-  +  8T= 

ne  diffère  de  récjuation 

//i  =  4g  ^- 1  =  •^'''  -^J''  -^  ^'  +  ''^^'5 

qui  a  600,  (to)  solutions,,  et  où  deux  des  trois  carrés  x*.  y'-,  z-  ne 
peuvent  manquer  d'être  pairs,  qu'en  ce  que  la  place  du  carré  nnpaii- 
s'y  trouve  assignée  d'avance,  ce  qui  réduit  an  tiers  le  nombre  des  so- 
lutions. 

Poiu-  n  inijiairement  pair,  n  =  7.m,  on  a  de  nou\eau 

N=  o. 

Mais  pour  n  pairement  pair,  ti  =  0." ni,  ^  >  1 ,  le  nombre  N  des  solu- 
tions de  notre  équation 

2' m  =  X-  4-  4Y-  -+-  Aï'  +  8T^ 
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est  évidemment  le  même  que  pour  l'équation  (traitée  dans  le  cahier 
de  juillet  1861) 

1"^^ m  =  .r-  +_)  "  -f-  S"  +  it- . 

Dans  ce  cas  de  a  >  i,  on  a  donc 

N  =  2  [n"  —  i)rri|  [m) 
si  ;h  =  8/"  ±  I ,  mais 

N  —  2  (2'''+  1)  0),  (/?/) 
si  m  =  8A'  ±  3. 

Ces  deux  valeurs  de  N  sont  comprises  au  surplus  dans  l.i  formule 
luiique 

N  =  2[2°'-(-!)~^joj,(m), 

ainsi  qu'on  le  verra  facilement. 

5.   Nous  venons  de  trouver  le  nombre  complet  des  solutions,   tant 
propres  qu'impropres,  de  l'équation 

«  =  X-  +  ,1Y=  +  4Z-  +  ST-. 

Mais  on  peut  aussi  demander  séparément  le  nombre  M  des  solutions 
propres,  pour  lesquelles  aucun  entier  >  i  ne  divise  à  la  fois  X,  Y,  Z, 
T.  Il  faut  alors  substituer  à  la  fonction  m,  [m]  la  fonction  O,  (/n),  in- 
diquée dans  l'article  précédent,  et  définie  au  moyen  de  la  décompo- 
sition de  m  en  facteurs  premiers, 

par  l'équation 

o.('«)=nLr"+(-')'^/^""~'J- 

Cette  fonction  O,  ijn)  avait  du  reste  été  déjà  employée  pour  un  usage 
semblable  dans  le  cahier  de  septembre  1861,  où  elle  est  désignée  par 
la  simple  lettre  R.  Voici  comment  elle  détermine  M  pour  l'équation 

7i  =  X=  +  4Y-  +  4Z^  ^8T- 

qui  nous  occupe  a  présent. 


12  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

i"   Pour  n  impair,  n  ^=  m,  on  a 

iM  =  G 
quand  in  =  l\g  -(-  3.  mais 

N  =  2O,  (Hi 
quand  m  =  4&  +  •  • 

2"  Pour  n  impairement  pair,  //  =  ■un,  on  a 

M  =  0. 

j"  Pour  ti  divisible  par  i,  non  par  S,  n  =  ]in,  on  a 

M  =  40,  (m) 
quand  m  =  8A  -l-  1,  mais 

M  =  60,(>«) 
quand  m  ^^  Sk  —  \ , 

M  =  SO,ini) 
quand  m  =  8k  —  3,  enfin 

M  =  loO,  [m] 
quand  m  ==  8A  -f-  3. 

l\°  Pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  n  ^^  S  m,  on  a 

M  =  140,  {m) 
si  m  =  8A  zt  I ,  mais 

M  =]80,(»i) 
si  m  =  8X-  ±  3. 

5°  Enfin  pour  /i  divisible  par   16,  que  le  quotient  soit  pair  ou  im- 
pair, c'est-à-dire  pour  n  =  3'^  m,  a  >  3,  on  a 

M  =  3.-?.'~'0,{m), 
quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 


PLRES  ET  APPLIQUEES. 

SUR  LA  FORME 

X-  -t-  8Y=  4-  8Z-  -h  iGï^: 

Par  m    J    LIOUVILLE 


i.  Étant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représenterons 
par  i" m^m  étant  impair  et  l'exposant  «  pouvant  se  réduire  à  zéro\  ou 
demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

X=  +  8Y^  +  8Z=  +  i6ï-. 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

n  ^  2- m  =  X^  -4-  8 Y-  -4-  8Z-  +  i6T-, 

où  X,  Y,  Z,  T  sont  des  entiers  positifs,  nuls  nu  néij;ati(s.  Or-  il  est  évi- 
dent que  l'on  a 

N  =  o 

quand  n  est  un  entier  impair  de  l'iuie  des  trois  formes  8A-  -f-  3, 
8k  -t-  5,  8A  +  7,  et  aussi  quand  n  est  impairement  pair,  /i  =  2111.  Ces 
cas  exclus,  on  a  N  >  o,  et  la  valeur  précise  de  N  se  conclut  facilement 
de  ce  que  nous  avons  dit  (dans  le  cahier  de  novembre  1861)  au  sujet 
de  la  forme 

X-  -+-  ij-  -I-  42,'-  +  8i% 

et  aussi  de  ce  qu'on  trouve  en  tète  du  présent  cahier  concernant  la 
forme 

X-  +  2Y'-  +  2Z"  -)-4T-. 

Les   fonctions    numériques    à    employer    seront   donc    d'une    [)art    la 
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somme  ^i  [m)  des  fliviseiirs  de  m,  et  d'antre  part  la  somme 

ou  le  signe  sommatoire  porte  successivement  sur  tous  les  entiers  im- 
pairs et  positifs  /  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

m  =  /"  -1-  /(J', 
l'entier  i-  étant  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  néi;atif. 

1.  Soit  d'abord  /i  impair,   n  :^  m  =^  8k  -j-  i,  les  autres  formes  li- 
néaires do  rn  ayant  été  exclues.  Je  remarquerai  que  1  équation 

m  =  8A-  -r-  I  =  X-  -r  S\-  4-  8Z-  +  i6T- 

ne  diffère  pas  au  fond  de  celle-ci 

m  =  8A-  -I-  I  =  X-  +  aU-  -+-  4V-  +  8Z^ 

attendu   que   U   et  V  ne  pouvant  être  que  pairs  d'après  la  forme   li- 
néaire de  m,  rien  n'empéclie  de  prendre 

U  =  aY.        V=2T. 

Mais  If  nombre  des  solutions  de  l'équation 

m  =  Sk-^i  =  X-  -H2L-  -r-  4V--^-8Z- 

s  exprime  pai- 

Pour  le  nombre  N  des  solutions  de  notre  équation 

m  =  8A  +  I  =  X-  -+-  8Y=  -H  8Z-  +  i6T-, 
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on  a  donc  égaltineii! 

N  =  Ç,  (m)  +  2(-0   '    '• 

Je  ne  crois  pas  qn'i!  soit  nécessaire  d  ajonter  des  exemples. 

5.   Passons  anx  enliers  divisibles  jjat  L\,  et  taisons  en   conséquence 
a  :r=  2  -f-  /3,  /3  élant  nul  f)ii  positif.  E'éqnation  à  traiter  sera 

4.2'^/y  =  X-  4-  8Y-  +  8Z-  +  i6T-. 

Or  X  y  est  nécessairement  pair,  X  =  lU.  îj'écpialion  dont  il  s'agit  re- 
\ient  donc  à  celle-ci 

i'' m  =  U-  +  0.x-  +  i7}  -h  '(T'- 

dont  nous  nous  sommes  occupés  plus  haut  (|)age  i  ). 

La  détermination  du  nombre  N  des  solutions  de  notre  équation 

«  =  X-  +  8X-  +  BZ^-f-ifiT- 

étant  ainsi  réduite  (dans  l'hypothèse  de  n  multiple  de  V)  à  une  ques- 
tion déjà  discutée,  nous  n'avons  plus  qu'à  transcrire  les  résultats 
propres  aux  divers  cas. 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  \m,  on  trouve 

Pour  n  divisible  par  8,  non  par  i6,  //  =  8ra,  il  vient 

N  ^  4Ç,  (m). 
Pour  n  divisible  par  i6,  non  par  Sa,  la  formule  est 

N  =  8Ç,  (m). 

Enfin  pour  n  divisible  par  32,  quel   que    soit   le   quotient   pair  ou 
impaii-,  on  a  toujours 

N  =  24Ç,  (m). 
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I-a  fonction  numérique 

ne  se  présente,  comme  on  voit,  dans  l'expression  de  N  que  quand  il 
s'agit  d'un  nombre  impair  8A  +  r.  Partout  ailleurs  on  n'a  besoin  que 
de  la  fonction  'Ç,  (/«),  comme  s'il  ne  s'agissait  que  de  la  forme 

■r-  -hj-  +  -=  +  t-. 
considérée  par  Jacobi. 

Je  viens  de  déterminer  le  nombre  tofal]^  des  représentations  propres 
ou  impropres  de  «  par  la  forme 

X=  -+-  8Y-  -t-  8Z-  +  16T-. 

On  pouiiait  aussi  désirer  de  connaître  à  part  le  nombre  M  des  repré- 
sentations propres,  c'est-à-dire  le  nombre  des  représentations  où  les 
indéterminées  X,  Y,  Z,  T  n'ont  pour  plus  grand  coinmini  diviseur  que 
l'unité.  Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  la  solution  de  cette  seconde  ques- 
tion qui  se  rattache  toujours  à  la  première.  Il  y  a  du  reste,  à  ce  sujet, 
luie  méthode  générale  qui  s'offre  d'elle-même,  et  nous  n  avons  aucun 
détail  particulier  digne  d'intérêt  à  y  ajouter  à  l'occasion  de  la  forme 
qui  nous  occupe. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


NOUVEAU  THEOREME 

CONCF.RXANT 

LES  NOMBRES   PREMIERS   DE   LA   FORME    i6i 
Par  m.  J    LIOLMLLE 


Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  nous  occuper  des  nombres  premiers 
de  la  forme  i6g  +  1 1 .  Le  théorème  nouveau  que  nous  voulons  donner 
à  leur  sujet  consiste  en  ce  que  si  m  désigne  un  tel  nombre,  on  pourra 
poser  au  moins  une  fois  (et  toujotu's  un  nombre  impair  de  fois)  l'équa- 
tion 

m  =  2-'~^^.r-  -+-  p"*'  f\ 

X  et  j  étant  des  entiers  impaiis  et  p  un  nombre  premier  de  la  forme 
8 A  +  3  qui  ne  divise  pas^'.  On  admet  pour  /  et  pour  a  la  valeur  zéro. 
Les  entiers  contenus  dans  la  formule 


forment  les  séries  suivantes 

8.I',  8.3^  8.5S..., 

16.1-,  16. 3%  16.5=,..., 

32.1-,  32. 3-.  32.5'.  .  ,• 


Notre  théorème  consiste  donc  en  ce  que  si  d'un  nombre  premier 
donné  m  de  la  forme  i6g  +  1 1,  on  retranche  tant  que  faire  se  peut 
ces  divers  nombres,  il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes  exprimables 
par  le  produit 

p  étant  un  nombre  premier  8A  -h  3  qui  ne  divise  pas  j. 
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Ainsi  on  a 

I I  =  8. !-  +  3. I-. 

De  même  on  a  pour  43  l'équalion  canonique 

43  =  32    I  -'  -t-  1  I  .1". 
L'équation 

43=  16.1-  -f  y.t- 

ne  doit  pas  être  comptée  ici,   parce  que  l'exposant  3  n'est  pas  de  la 
forme  4  ^  +  >  • 

Il  y  a  également  une  seule  équation  canonique  pour  59,  savoir 

59  =:  16. 1  -  -t-  43. 1  '. 

Mais  pour  107  on  en  a  trois  : 

107  =  8. 1'  +  1 1.3-. 
107  =  32. 1  '  +  3.5', 
lor  =  64  1  -  -I-  43-1'- 

Enfin  ponr  i3g  on  en  trouve  cinq: 

139  =  8. 1'  -t-  i3i  .1-, 
i3g  =  8. 3'  +  67. 1  -, 
1 39  =  32 . 1  "  -+■  107.1-, 
j39  =  64.  I-  +3.5-, 
1 39  =  1  28. 1  -  +  1 1 . 1  -. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  vérifications. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


NOUVEAU  THEOREME 

CONCERNAIT 

LES   NOMBRES    PREMIERS    DE    LA    FORME   8p. +  i 
Pak  m.  J.  LIOlTilLLE. 


Soit  m  un  nombre  premier  donné,  de  la  forme  H^y,  -f-  i.  Posons  de 
toutes  les  manières  possibles  l'équation 

m  =  i&oc-  +  /j""^'  y-, 

x-,  j  étant  des  entiers  positifs,  x  pair  ou  impair  à  volonté,  j  naturel- 
lement impair.  Quant  à  /j,  c'est  un  nombre  premier  (8v  +  i)  qui  ne 
divise  pas  y.  On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Il  s'agit  d'indiquer  une 
règle  simple  qui  dise  à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions  de 
m  ainsi  obtenues  est  pair  ou  impair.  Dans  le  cas  de  N  impaii',  on  est  sûr 
qu'il  y  a  au  moins  une  décomposition. 

Pour  répondre  à  celte  question,  il  faut  d'abord  mettre  m  sous  la 
forme 

m  =  rt-  +  (6è^, 

ce  qu'on  peut  faire  d'une  seule  manière.  On  cliercbera  ensuite  le 
nombre  c  des  facteurs  premiers  (égaux  ou  inégaux)  des  deux  formes 
8A:-t-i,  8Â:  +  3,  qui  entrent  dans  la  composition  de  «.  La  règle  de- 
mandée sera  fournie  alors  par  la  congruence 

N^èH-o--t-i      (mod.  2). 

Ainsi  N  est  impair  quand  6  et  a  sont  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les 
deux  impairs.  Mais  N  est  pair  quand  b  est  pair  et  g  impair,  et  quand 
b  est  impair  et  <7  pair. 

3.. 
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Soit  d'abord 

/»  =  17  =  i'  -f-  16.  i'. 

On  aura  o-  =  i ,  è  =  i,  donc  N  pair.  Or  il  est  évident  que  N  =  o. 
Soil  en  second  lieu 

/M  =    4'    =5''    +   16.  I". 

On  yura  encore  7  =;  o,  A  =  1,  donc  N  pair;  el  il  est  aisé  de  s  assurer 
que  cette  fois  encore  N  =  o. 
il  en  est  de  même  poiu- 

7/7  =  V-  -f-  1G.2-  =  ^3, 

nombre  premier  8^u.  -h  1  pour  lequel  7=1  et  Z*  =  2. 
Mais  pour 

772  =  89  =  5-  -f-  16.2-, 

on  a  è  =  2,  7  =  o.  Donc  N  doit  être  im|)air.  Et  en  effet  on  a  cette  fois 
une  décomposition  canonique  : 

89  =  1 6  j  -  -f-  7  3 . 1  - . 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  exemples. 


PURES  ET  APPEIQUÉES. 


THEOREME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEIJX  NOMBRES  PREMIERS  INÉGAUX 
DE  LA  FORME  8fA  +  3; 

Par  m.  ,I    LIOUVILLE. 


Soient  rt  et  b  deux  nombres  premiers  incgniix  de  la  forme  8  p.  +  3. 
Nous  aurons  au  sujet  de  leur  produit  m  ce  théorème,  que  Ion  peut 
poser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois)  l'équa- 
tion 

ni  =  i6.r^  -h  p'''^*  j-^, 

X  et  j  étant  des  entiers  j)osilifs,  x  pair  ou  impair  à  volonté,  j  natu- 
rellement impair;  quant  à  p,  c'est  un  nombre  premier  (de  la  forme 
8v  +  i)  qui  ne  divise  pas  j  :  on  admet  pour  /  la  valeur  zéro. 

En  d'autres  termes,  si  du  produit  m  on  retranche  tant  que  fau'e  se 
peut  les  entiers  exprimés  par  i6,r-,  savoir 

16. 1%    i(J.2-,    i(3.3",    i6.4',-., 

il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
forme 


p  désignant  un  nombre  premier  (8v  -f-  1)  qui  ne  divise  pas  j- 
Soit,  par  exemple,  a  ^=3,  b  —  ii,  d'où  m  =  33.  On  aura 

33  =  16.  i^  +  17.1-. 

Soit  ensuite  a  =  5,  ^  =  19,  d'où  m  =  S'y.  Ou  aura 

57  =  16.1  -  +  4i  -i". 
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Soit  encore  a  :=  3,  />  =  43,  d'où  m  =  12g.  Nous  aurons  de  même  une 
seide  équation  canonique  : 

I  29  =  16. 1  ■  -+-  I  i3.  i"; 

car  le  reste  65  obtenu  en  retranchant  16.2-  (ou  64)  de  129  est  le 
produit  de  i3  par  5  et  n'a  pas  la  forme  voulue. 

Pour  rt  =  I  I ,  i  =  19,  c'est-à-dire  pour  m  =  209,  je  ne  trouve  éga- 
lement que  l'équation  canonique 

209  =  16.1"  +  193. 1- 

Mais  poui-  a  =  i  \ ,  h  =  43,  c'est-à-dire  pour  m  =  473,,  on  en  a  trois, 
savoir 

47''^  =  16.  i-  -I-  457. 1^, 

473  =  16.2-  +  409. 1-. 

473  =  16.5^  +  73.  r-. 

Le  reste  329  qu'on  obtient  en  retranchant  16. 3-  de  473  est  le  produit 
de  7  par  47  ft  n'a  pas  la  forme  demandée.  Il  en  est  de  même  du  reste 
217  relatif  à  i6.4"  et  qui  est  le  produit  de  7  par  3i. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  vérifications  numériques. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THEOREME 

CONCERNANT 

LA  QUATRIÈME  PUISSANCE  D'UN  NOMRRE  PREMIER 
DE  LA  FORME  8pn-3; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


Soit  m  un  nombre  premier  donné,  de  la  forme  Spi  +  3.  Le  théorème 
que  nous  voulons  énoncer  au  sujet  de  la  quatrième  puissance  de  ce 
nombre  consiste  en  ce  que  l'on  peut  poser  au  moins  une  fois,  et  tou- 
jours un  nombre  im|)air  de  fois,  l'équation 


\Ç)X^ 


J" 


X  et  y  étant  des  entiers  positifs,  .r  pair  on  impair  à  volonté,  j  natu- 
rellement impair.  Quant  à  ^,  c'est  un  nombre  premier  (de  la  forme 
8v  4-  i)  qui  ne  divise  pas  j'.  On  admet  pour  /  la  valeur  zéro. 

En  d'autres  termes,  si  de  la  quatrième  puissance  d'un  nombre  pre- 
mier donné  de  la  forme  8fJL  +  3,  on  retranche,  tant  que  faire  se  peut, 
les  termes  de  la  suite 

l6.I^   i6.a%  I6.3^    i6.4%..., 

il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
forme 

p  désignant  un  nombre  premier  (naturellement  de  la  forme  8y  -f-  i) 
qui  ne  divise  pas  j. 

Je  me  bornerai  au  seul  exemple  de 

m  =  3, 
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c'est-a-diie  de  7/2*  =  81,  pour  lequel  je  trouve  l'équation  canonique 

(Si  =  16.2-  +  17.1^. 

Le  reste  65  obtenu  en  retranchant  16  de  81  est  le  produit  de  i3  par  5 
et  n'a  pas  la  forme  voulue. 

Si  l'on  posait,  sons  les  mêmes  conditions  pour  m,  x,  j\  p.  l'éqna- 
tion 

ni-  =  /Sa-'  +  ^*'+'  7'-, 

où  le  premier  membre  est  le  carré  au  lieu  de  la  quatrième  puissance 
de  /«,  le  nombre  des  solutions  pourrait  se  réduire  à  zéro  :  il  serait 
nul  pour  m  =  3,  par  exemple.  En  tout  cas  il  serait  constamment  pair. 
Il  suit  de  là  que  le  nombre  des  solutions  de  notre  équation 

nV  =:  i6.r-  -h  p^'^^  j- 

resterail  impair  (par  conséquent  au  inoins  égal  à  l'unité)  si  l'on  exi- 
geait que  les  entiers  oc-,  j  fussent  premiers  entre  eux. 

Cet  article  complète  en  un  certain  sens  larticle  précédent;  mais  il 
y  aurait  bien  des  choses  à  ajouter.  Nous  reviendrons  un  jour  sur 
toutes  ces  questions,  et  il  ne  nous  sera  pas  inutile  d'avoir  présenté  d'a- 
vance des  exemples  simples. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THÉORIE   DES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES 

ET    SES 

APPLICATIONS  A  L'ARITHMÉTIQUE; 

Par  m.  HERMITE 


LETTRE  ADRESSÉE  A  M.   LIOUVILLE. 


«  Depuis  notre  dernier  entretien  sur  les  questions  arithmétiques  qui 
sont  l'objet  de  vos  recherches  et  où  vous  m'avez  donné  un  nouvel 
exemple  de  la  grande  fécondité  des  méthodes  dont  vous  conservez 
le  principe,  je  pense  avoir  réussi,  dans  une  certaine  mesure,  à  don- 
nai' satisfaction  à  un  désir  que  vous  m'avez  plusieurs  fois  exprimé 
relativement  aux  beaux  théorèmes  de  M.  Rronecker  sur  les  nombres 
de  classes  de  formes  quadratiques.  Ces  théorèmeS)  qui  semblent  par 
leur  nature  devoir  naturellement  entrer  dans  le  cercle  de  vos  études 
sur  les  fonctions  numériques,  restaient  cependant  comme  isolés  et 
appartenant  à  un  ordre  d'idées  très-distinct  où  la  théorie  de  la  mul- 
tiplication complexe  dans  les  fonctions  elliptiques  paraissait  seule  pou- 
voir donner  accès.  Les  démonstrations  du  P.  Joubert  découlent  en 
effet  de  cette  théorie  où  la  notion  de  classe  de  formes  quadratiques 
s'offre  de  la  manière  la  plus  nécessaire  et  joue  le  rôle  le  plus  impor- 
tant. .T'attache  à  ces  démonstrations  un  grand  prix,  car  elles  éclairent 
et  étendent  la  théorie  arithmétique  des  formes  en  montrant  que  les 
théorèmes  donnés  il  y  a  si  longtemps  par  M.  Gauss  sont  autant  de 
propriétés  des  fonctions  elliptiques,  et  elles  ajoutent  un  des  plus  re- 
marquables exemples  de  ces  liens  cachés  qui  réunissent  l'analyse 
transcendante  à  l'arithmétique.  En  parvenant  par  une  autre  voie  à  ces 

Tome  VII  (2«  série).  -   Janvier  1862.  4 
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théorèmes  de  M.  Kronecker,  c'est  à  l'ordre  d'idées  qui  vous  appartient 
que  je  pense  les  avoir  rattachés  de  la  manière  la  plus  directe,  et,  si  je 
ne  me  trompe,  dans  le  sens  même  de  vos  prévisions,  car  la  notion 
arithmétique  de  classe  se  trouve  remplacée  par  l'idée  beaucoup  plus 
simple  et  plus  élémentaire  des  formes  réduites. 

»  Je  suis  parti  des  identités  que  fournit  le  développement  des  quo- 
tients de  fonctions  0,  en  séries  simples  de  sinus  ou  de  cosinus,  et  dont 
Jacobi.a  montré  le  premier  la  grande  importance  en  découvrant  de 
cette  manière  l'expression  du  nombre  des  décompositions  d'un  entier 
en  quatre  carrés  par  la  somme  des  diviseurs  de  cet  entier.  Une  exten- 
sion fort  simple  de  ce  procédé  consiste  à  considérer,  au  lieu  seulement 
de  sinamz,  cosamz,  Aamz,  les  produits  de  fonctions  doublement 
périodiques  par  des  puissances  de  quantités  0,  c'est-à-dire  des  ex- 
pressions ayant  la  période  4K.,  et  se  multipliant  par  un  facteur  expo- 
nentiel, lorsqu'on  ajoute  a/K'  à  la  variable. 

w   En  faisant  z  = et  posant  avec  Jacobi 

0  !  z  I  =  I  ~  2Cj  cos  aa-  -+-  2(j''  cos4.ï'  —  ^ry"  cos  6.X'  +  . . . , 
H  (z)  =  2\  r/ sinx  ~  2\  (jr'sin  3x  4- avç'^sin  5  jr  —  .  . . , 
0,  [z)  —  i  -h  2q  COS2X  +  2(/''  cos  4 •2'  H-  acy"  cos 6a:  +  .  .   , 
H,  (z)  =  2V  7COSX  -h  ayr/"  cos  3  a  -f-  2  y*/-*  cos  5x  -\-  .  . . , 

de  sorte  qu'on  ait 

I     H(3)  A'H,(z)  .  /7t9'(^) 

sui  aniz  = --=.  — 7-75     cosamz  —  i/  —  ,     Aamz  =  y  A'  -—r— > 

^/,  @[z)  V  /  &{z)  a{z) 

les  plus  simples  de  ces  fonctions  seront 

H(z)0,(z)        H,(z)©,(z)        H(z)H,(z) 


(0 


i^) 


H'(r.)        H;(;)        0?(z) 
0(z)  '       &(z)  '       ©(z) 


Si  on  les  développe  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus,  on  trouvera  poui 


s/ 
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les  premiéreh 

K    H(z)©,(z) 


IT  @'z) 


s/ 


-+-  sin3x  Vf/'  (i+  2(/~') 

+  sin  bx  \(f'^^  (i  -+-  ifj-'  -h  29""*  I 

+  sin  7  X  V  '/"*  (  I  H-  2  f/"'  +  2  f/"*  +  2  (/"'■') 

+  sin  {-2  11  +  i)jc-\(j'-"-^'>'  (1+  2<j(""'  +  27~*+  .  .  .+  2(7-"'), 

FkH,{z)0,  (z)  «- 
—  =  cos  x  V  7 

2  7r  0(zj  '  ' 

—  cos3x  \  7'''  (i  —  27"') 

H-  COs5x  VÇ"  (1  —   2Ç~'+  2</~*' 


, fl  —  27-^'+  20" 

l)"COS(2«  +  i)-=>^V7'*"'^"'' 


2(-    \)"f 


V 


■ '    ,  .     -  =  sin  2X  f/  (  2  \  r/ 


sin  4x7*  (2  V7~'  -f-  2  {(f") 
-+-  sin  6x  7*  (2  v7~'  -H  2  V7~'*  +  2  \  7"^') 
-I-  sinSx  7**  (2(7"'  +  2  \7~"  -+-  2V7~"+  2  \7~'*') 


+  sin  2/?x  fj"''  (2\  7~'  +  2(7  ''+...  +  2  v7" 

Quant  aux  secondes,  introduisons  la  fonction  suivante  : 

Z   X  )  =  cos  2  X  7  (  2  V  7~'  j 

—  cos4x  7*  (2\  7~'  —  2\  7"") 

+  0056x7'  (2V7~'  —  2V7~'''+  2V7~^') 

—  cosS.*- 7'"  {2V7~'  —  2v7~'-*-f-  2V7~^'—  2v'7~'"') 


—  (—  j)"cos2nx7"'j  2\  7"'  —  2V7"'''  +  . .  .  —  2(~  i)"\  7"'^-""''' J 
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et  ces  constantes,  savoir  : 


^       v7'        s^y"    1    V 1'" 

(/?" 

1  —  7         '  —  '7'        '  — V' 

I—  7^ 

1  +  7        '  +  7          '  +  '7 

+     ^^. 
1  +  7 

c  -    7    +    '\  ;     ''\ 

4            1+7-        1+7' 

-^ 

OU  encore  : 

7(2/«-hi)(am-!-3) 
7  '2m  -4- 1  )(2m  H-  3) 


■■      4^^Z-,  +  7-' 


v7B=i: 


7'- 


1  +  7'"- 


I  , 

-  -  „         I  •  -         X?  7  ' 

'V  4  W         ^     ,  +  y» 

elles  donnent  : 

—  sui  ani  £  H   ( zO  = —^  =  A  0  (  r- 1  —  6  l  o)  Z, 

27r  ^  27r  0  (z)  \      /       1 

—  cosamzH,   z.   =-^— -^  =  B0  ri  -0,(o)Z, 

—  Aaniz0,  (z)  =  ^^^^  =  C0(£.)-H,rolZ. 

11  Ce  second  groupe  de  fonctions  se  distingne  essentieileuient  du  pre- 
mier par  la  présence  des  fonctions  complètes  A,  B,  C,  dont  voici  le 
caractère  arithmétique.  Désignant  par  ii  les  nondires  entiers  ^  3  mod  4, 
on  aura  d'abord 

le  coefficient  a„  étant  la  somme  des  valeurs  de  l'expression  (— i)   '■' 
en  prenant  pour  d  tous  les  divisevu's  de  n  inférieurs  à  sa  racine  carrée; 
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nous  le  représenterons  ainsi  : 

H —  I 

»   Faisons  ensuite,  en  supposant  n  pair, 


4 


»  Si  l'on  désigne  par  d  les  diviseurs  impairs  de  11  inférieurs  a  sa 
racine  carrée  et  par  r/' les  diviseurs  impairs  plus  grands  que  sa  racine 
carrée,  on  aura 

»  Voici  donc  deux  nouveaux  exemples  de  ces  parties  de  fonctions 
que  M.  Kronecker  a  introduites  en  arithmétique  et  qui  s'offrent  sous 
un  point  de  vue  si  différent  dans  les  recherches  délicates  et  profondes 
de  ce  savant  géomètre  sur  les  modules  qui  se  rapportent  à  la  multipli- 
cation complexe.  Par  cette  nouvelle  origine,  elles  se  trouvent  rat- 
tachées de  la  manière  la  plus  immédiate  à  l'ensemble  de  vos  travaux 
sur  les  fonctions  numériques,  et  peut-être  même  ne  sera-t-il  pas  im- 
possible de  définir  par  des  équations  différentielles  les  fonctions  qui 
leur  donnent  naissance  en  partant  de  ces  expressions  : 

»  Je  remarque  encore,  comme  un  nouveau  trait  de  la  distinction  à 
établir  entre  les  fonctions  (1)  et  (2),  que  la  quantité  Z(x)  qui  donne 
A  et  B  en  y  faisant  x  =  o  e\.  x  =z  -,  conduit  pour  x  =  ^  à  cette  rela- 
tion : 

0  o 

dont  le  développement  a  la  forme 
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Le   nombre   n  est  s^  —  i    mod.    8;   A„   est   la  somme   des    quantités 

d-—i        d-\ 

(_0   "  '    pour  tous  les  diviseurs  de  «  inférieurs  à    sa 


(^ 


racine  carrée,  c'est-à-dire  encore  une  partie  de  tonction.  Au  con- 
traire, dans  ces  cas  et  d'autres  analogues,  les  développements  des 
expressions  (i)  ne  conduisent  jamais  qu'à  des  fonctions  numériques 
complètes. 

I)   Après  ces  deux  groupes  de  fonctions,  la  suivante  : 


pourra  servir  d'exemple  du  cas  le  plus  simple  qui  s'offre  ensuite  dans 
la  série  des  expressions  obtenues  en  multipliant  par  la  première  puis- 
sance d'une  des  quantités  0,  une  fonction  doublement  périodique. 
Elle  donne,  en  désignant  par  A.  une  constante,  ce  développement 


27r  V       ^ 


n'iz)0,(z] 


@'(z! 

.1, 0 ,  (  r  '  —  cos  a  Xf/  \  q~  ' 

—  cos  4-3^7'' (vf/~'  +  3  V7~"- 

—  eus  bxq^  I, \<y"    +  J  V  V       +  ^  V?       ' 


cos  2  naq 


"'  (v7~'  H-  3  \q'''  +...+  (ara  — i)  V^" 


»  On  doit  donc  encore  regarder  -X  comme  une  fonction  complète, 
dont  la  valeur  sous  une  forme  analytique  toute  semblable  à  celle  de 
A,  B,  C,  sera 

V      ^      Jo  ©-(z) 

»  Mais  tandis  que  A,  B,  C  se  rapportent  sous  le  point  de  vue  arith- 
métique aux  fonctions  des  diviseurs  des  nombres,  A-,  comme  vous 
allez  voir,  conduit  aux  fonctions  qui  expriment  le  nombre  des  classes 
quadratiques  pour  toutes  les  formes  de  déterminant  —  n,  n  étant 
-.^^  3  mod.  /|. 
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"   Pour  le  démontrer,    le  regarde  I  expression   ^7-- —   comme  le 

produit  de  ces  deux  facteurs  :  — ^-^7-; — '  et r  =  v^  suiamz;  or  nous 

'  .     0(;)  0(z)  ^ 

avons  trouvé  : 


\/â 


K    H  (3)0,(2) 

—  ',  .       =  sm  X  \n 


+  sin  3x  \q°  (1  -i-  2fj~') 
.+  sin  5  jr\  (y^''  (1  +  i(j-^  -h  2r/-M 


=  2sin(2«+  i)xv7'="-'-'' X  27""'' 

le  nombre  a  devant  prendre  les  valeurs 

rt  =  o,      dz  I ,      ±  s<.,  .  .  .  ,      ±7?, 
el  l'on  a 

s/Ik  H(z1  .  v^y  ■     T        v't'  .     ^        l/?' 

— —  — -—  =  asm  x h  2  sni  ^jc  — h  asui  n.r  — '^-î h  etc. 

TT      0(3)  '—7  '  —  g  î  — ly' 

de  sorte  qu'en  multipliant  membre  a  membre  les  deux  séries,  on  devra 
précisément  retomber  sur  le  développement  ci-dessus  de 

K        /Uk  H^(z)0,(>) 
Ou  trouve  ainsi,  en  se  bornant  au  terme  constant  : 

^^='-2iil"fi'  vy^'~l'  +  27-'  -f-  27-'  4-  .  .  .  +  a 7-'"), 

expression  qu'il  est  aisé  de  développer  suivant  les  puissances  de  </  en 
remplaçant  la  fraction  —^ par 

vV""^  (1  +  7="+'  +  ^2(=«^^-).-H  etc.)  =  ^î"^^^'"^'  '' 
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b  désignant  tons  les  nombres  entiers  fie  zéro  à  l'infini.  En  posant 

N  =  ( -i  /?  -)-  I  I  (  2 «  -!-  [^b  +  ?>)  —  4  rt" , 

et  désignant  par  F(N  j  le  nombre  de  fois  qne  cette  équation  aura  lieu 
pour  une  valeur  de  N,  en  supposant  ti  et  b  entiers  et  positifs,  a  com- 
pris dans  la  série  : 

o,      ±  I ,      rt  2,  .  .  . .      —  Il , 
on  aura  évidemment 

»  Ceci  posé,  j'observe  qne  la  valeur  de  N  représentera  tous  les  nom- 
bres entiers  ^3mod4,  et  c[u'on  peut  l'écrire  de  ces  trois  manières, 
en  faisant  correspondre  à  chacune  d'elles  une  forme  quadratique  de 
déterminant  —  N,   savoir  : 

j  N  =   2H  +  \)[in  -+  4/j  H-  3)  —  4(7-. 

I  [2«-i-i,      art,      in  +  [\b -\- ?>), 

j  N  =  ( 2 «  +  1  )  (4 «  H-  4 ''^  -+-  4  —  l\n)  —  [in  -\-  \  —  ia  -, 

/  (2«-t-i,      2AJ-)-i—  2  a,      4"-5-4''-'-!-4—  4'^'- 


m. 


(  iS  =  [in  +  i)  (4  «  -f-  4  ^  -1-  4  -*-  4"^)  —  ['2n-\-  i  -^  ia 

\  (l/2-irl.        2  7i  -I-   I  -f-  2<7,        4 '^  "^  4  ^  +  4  +  4"^- 


1)   En  employant  la  première  pour  les  valeurs  de  a  inférieures,  abs- 
traction faite  du  signe  à  la  Umite  — ^^^:  la  forme  quadratique  cor- 

respondante  représentera  toutes  les  formes  réduites  de  déterminant 
—  N,  où  le  coefficient  moyen  est  pair,  et  qui  sont,  par  conséquent,  de 
l'ordre  proprement  primitif,  chacune  d'elles  étant  prise  une  seule  fois. 
Les  classes  ambiguës  seront  renfermées  dans  ce  premier  groupe  et 
correspondront  k  a  =  o  (Gauss,  Rech.  aritli.,  p.  388).  Pour  les  va- 
leurs de  a  qui  vont  de  la  hmite  inférieure  — -, —  à  la  limitesupérieure  «, 
nous  emploierons  la  seconde  expression  en  leur  attribuant  le  signe  -t- 
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et  la  troisième  en  leur  donnant  le  signe  — .  On  aura  ainsi,  deux 
fois  répétée,  une  série  de  formes  [p,  q,  r)  de  déterminant  —  N  où  se 
trouvent  satisfaites  les  conditions  : 

q  >  o,      27  <p,      iq  <  r. 

1)  En  permutant  p  et  /■  loi'squ'on  aurap  >  t\  celte  série  donnera  toutes 
les  formes  réduites  de  déterminant  —  N  où  le  coefficient  moyen  est 
impair  et  positif,  l'un  des  coefficients  extrêmes  étant  aussi  lui  nombre 
impair.  On  doublera  leur  nombre  si  on  y  joint  les  formes  opposées 
[p,  —  <7,  /■)  qui  en  sont  distinctes  et  appartiennent  à  des  classes  diffé- 
rentes, puisqu'il  n'existe  point  de  formes  ambiguës  ayant  un  coefficient 
moyen  impair.  Par  conséquent,  à  la  totalité  des  deux  séries  de  valeurs 
positives  et  négatives  de  a  correspond  exactement  la  totalité  des 
formes  réduites,  proprement  primitives  du  déterminant  —  N.  Ainsi  la 
fonction  F(N)  qui  s'est  offerte  d'abord  comme  la  somme  des  nombres 
de  solutions  des  équations  I,  II  et  III,  reçoit  cette  nouvelle  et  impor- 
tante signification  arithmétique  de  représenter  le  nombre  des  classes 
proprement  primitives  de  déterminant  —  N.  L'équalion 

envisagée  sous  ce  nouveau  point  de  vue,  montre  l'importance  de  la 

r  •  1.  1       11  •  H'(z)0,(z)       ^  ,  ^     ,  .     , 

fonction  complète  de  i  expression  — '    ,   .      et  va  donner  tres-aisement 

l'un  des  théorèmes  de  M.  Kronecker. 

»  Je  fais  pour  cela  jt  =  o  dans  l'équation 

—  co^txxq"  (v7""'  +  3v'9~°) 

—  cosGjf^'  (\</~'  +  3  \  q~^  +  5\  7~"') 


Le  premier  membre  s'annulant,  on  voit   immédiatement  que   le    se- 
cond membre,  ordonné  suivant  les  puissances  de  7,  donne  une  série 

Tome  VII  (a"  série).  —  Février  1862.  -J 
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cionl  le  terme  général  est 

7''    1 

L'exposant  N  est  ^3  mod4)  2*^'  ''6p''Psente  la  sf>miiie  des  diviseurs 
de  N  supérieurs  à  sa  racine  carrée,  et  ^  d  la  somme  des  diviseurs 

qui  lui  sont  inférieurs.  Le  coefficient  de  q^  est  donc  précisément  la 
fonction  désignée  par  'F(N)  et  définie  dans  le  Mémoire  de  M.  Rronec- 
ker  au  moyen  de  la  relation 

En  employant  cette  notation,  on  pourra  donc  écrire 

et  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  d'tuie  même  puis- 
sance de  ly,  on  trouvera 

F(N)  +  2F(N-  1-)+  2F(N-  4-)+...+  2F(N  -  4^--)  =  ^¥(N). 

Or  cette  relation  est  donnée  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équa- 
tions (V)  et  (VI)  du  Mémoire  de  M.  Kronecker,  et  observant  que  la 
fonction  (f{in)  qui  y  figure  s'évanouit  pour  m  =  N^  3  mod  4- 

»   D'autres  théorèmes  résultent  d'une  détermination  différente  de  -A,. 
En  premier  lieu,  je  fais  le  produit  des  deux  séries 

0,   -.)  =  I  +  2f/cos2J:  4-  2(y'cos4x  -+-  ?  ç^cosô.r  -i-  ..., 

/K^H'(z)  v^      nq"  q  ,  27' 

r T-rr  =    >    ■ ——    —  COS2X — :   —  COs4J:' — '•••) 

2w'    0'(z)  ^^  \  —  q^"  «— '/  '  —  9 

qui  lionne  pour  le  terme  constant  dans  le  second  membre  l'expression 


^    I  —  o'«  .Zri   I ( 
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»   Ce  même  terme  s'obtenant  missi  en  intégrant  entre  les  liiuites  zéro 
et  R  le  premier  membre,  on  aura 

et  par  conséquent 
Soit 

$,  (^/)  représentera  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  n  dont  les  con- 
jugués sont  impairs  et  *F,(h)  la  somme  de  tous  les  diviseurs  moindres 
que  \n  et  qui  ne  sont  pas  de  même  parité  que  leurs  conjugués.  Ainsi 
pour  ti  impair,  $,  [ti)  coïncidera  avec  la  somme  de  tous  les  diviseurs 
que  M.  Rronecker  nomme  $(«),  et  ^,(«)  sera  nul.  Cela  étant,  l'équa- 
tion 

\\/^^Fi^^)q'^''  ='^[^^[n)-W,{n)]<r 

donnera  ce  nouveau  théorème  où  n  est  quelconque  : 

F(4n-  i)  +  F(4«-  V)+...+  F[^n-[ia  +  i)'']  =  $,(«)-¥,  («). 

»  Je  considère  en  second  lieu  le  produit  des  développements  de  H  (z) 
et  de  la  dérivée  de  cos  amz,  à  savoir  : 

H(z)  =  ay^sina-  —  2  y  7' si"  3  a:  +  9.v7"sin5j:  —  ..., 

v/TPk^  H(z)0,  (:)  \[q      ■  3v/9^     ■     o         ,     Sv'?'     •     c^    , 

tt'  ©'(z)  \-\-q  1  +  7'  I  +  <7 

5.. 
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En  opérant  de  même  on  trouvera 

et  si  l'on  pose 


,(2n+l)(-2«+3) 


N-3 


«(a'î  +  i'lrl _V/       ,\   '^ 


tN 


N  représentera  tous  les  nombres  entiers  ^  3  mod  4  et  W^  (N)  la  sonuue 
des  diviseurs  de  N  inférieurs  à  la  racine  carrée.  L'équation 


\/^ 


,  N— 3  , 


donnera  par  suite  ce  troisième  théorème 

F(N)-  2F(N-2*)  +  2F(N  -4")  -  ••-  +  2(-i)*FfN  -  4A-I 

»  Le  temps  me  manque  en  ce  moment  pour  donner  le  système 
complet  de  toutes  les  relations  de  cette  nature,  et  m'occuper  des  autres 
théorèmes  de  M.  Kronecker  et  de  ceux  où  le  P.  Joubert  a  introduit 
des  fonctions  numériques  distinctes  des  précédentes.  J'aurais  surtout 
à  retrouver  celte  relation 


9*   V   r 


l^i'-'f-^^li^ 


-I-3H+I 


qui  sans  doute  doit  résulter  de  combinaisons  où  entre   la  fonction 

,  .  •  M.  Kronecker,  en  la  donnant  comme  l'expression  analytique 

d'un  de  ses  théorèmes,  avait  bien  évidemment  pressenti  la  signification 
qu'elle  recevrait  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  à  cet  égard 
je  ne  puis  trop  admirer  la  pénétration  dont  il  a  donné  la  preuve. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3-7 

>■  Vous  m'avez  aussi  plusieurs  fois  parlé  de  la  décomposition  des  nom- 
bres en  trois  carrés  ;  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  nombres  ^  3  mod  8, 
et  où  les  carrés  sont  tous  impairs,  voici  comment  on  trouve  le  nombre 
des  décompositions. 

»  Soit  A,  ce  que  devient  <A.  parle  changement  de  ç  en  —  q;  fn 
posant  pour  un  instant  s  =  \  —  i,  on  aura 

œ  8n-+-3 


o 

Or  on  obtient  aisément  la  valeur  du  premier  membre.  Introduisons 

iVLjc 
dans  l'intégrale  x  au  lieu  de  z  =: ?  ce  qui  donnera 


;ant  </  en  —  q,  les  quantités 

—'  y-T'  ®^^^'  "(^^'  ®<(^) 

2./t'K  /a^K        ^    ,    ,  ,,/    \        ^      X 


Comme  en  changeant  </  en  —  ^,  les  quantités 


deviennent 


,  2  k' 

2  7:.A,  =  e' 


Mais  par  la  substitution  de  -  —  x  à  .r,  l'intégrale  se  change  en  celle- 

■7! 

^'  •  '    ,  /     dx,  d  ou  resuite 
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et  |).ir  suite,  à  cause  de  e^  =  —  i , 

Or  on  a 

ir-{z) -^  k'imz)  =  kQ^z), 

il  s'ensuit  que 

et  on  en  conclut  la  relation 

qui  est  l'expression  de  ce  théorème  arithmétique  que  le  nombre  des 
représentations  d'un  entier  N^  3  mod.  8,  par  la  forme  ar*  -f-  j""  +  z", 
en  supposant  jt,  j",  z  de  même  signe,  est  précisément  égal  au  nombre 
des  classes  quadratiques  du  déterminant  —  N  pour  lesquelles  un  au 
moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair. 

»  Quant  au  cube  de  i/ —  ou  0,(o),  il  est  donné  sous  luie  forme 

singulière  et  dont  je  n'ai  pu  suffisamment  approfondir  la  signification 
en  faisant  x  ^  o  dans  l'équation 

^  Aam  ;0,  (z)  =  CQ{z)  -  H,  {o)Z. 


On  obtient  ainsi  UTimédiatement 


y'(f)'=e(o)(,  +  /,2^)-4H,(o)2(-.: 


^(2™  +  .)(2m  +  3) 


g' 


l—q' 


Je  laisse  donc  de  côté  ce  résidtat  et  d'autres  du  même  genre  pour 
vous  indiquer,  en  terminant,  de  quelle  manière  je  conçois  la  liaison  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dans  ses  applications  à  l'arithmé- 
liquc,  avec  vos  recherches  générales  sur  les  fonctions  numériques. 
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»  Je  considère  pour  cela  les  développements  suivant  les  puissances  de 
7,  de  siiiams,  cosamz,   Aamz,  et  je  remarque  qu'en  posant 


—  sui am z  =  yn„q  ' 


cosamz  =  Tl  (  "~  0   ^   ^n(]^  ' 

^Aamz=.  +  2;T„7", 
on  a 

R„  =^  V  sinr^a-, 

d—i 
S„='V(— i)  ^    cosfl'jc', 

les  sommes  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  il  du  nombre  unpair  n; 
et  à  l'éf^ard  de  la  fonction  T,  si  l'on  pose  n  =  a'N,  N  étant  impair,  et 
qu'on  désigne  par  rf  les  diviseurs  de  N,  on  aura  semblablement 

T„=2](-  0    '    cosa^-^'r/x. 

On  retrouve  donc  ainsi  les  fonctions  numériques  qui  se  sont  si  sou- 
vent présentées  dans  vos  recLerches. 
»  Soit  encore 


K_H(3)Q.(3)_^  4 

27r       0(;)         —  Zt^"'i       ' 


//■'IvH,(z)Q,(.)_   ^        J"  ■ 

V     277  ©(;)  "~    -^       "'       ' 

/TKn{z)tt,(z)  _  y        i" 


t'I  désignons  p^vdetd'  deux  diviseurs  conjugués,  dont  le  produit  soit 
//,  on  aura 

d-hd'  •   •VI  ,  \''-*-'  d  +  d' 

—  ~7"cos j:'. 


'^.  =  32-"-^-.   v.=  i2( 
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les  sommes  s'éteiidant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  est  ^  i 
mod  4)  et  en  dernier  lieu 

\V  „  =  >  sin X, 

«étant  ss  —  I  mod.  4-  On  recoiniaît  ainsi,  au  point  de  vue  arithmé-' 
tique,  l'analogie  des  nouvelles  fonctions  avec  les  anciennes,  et  en 
même  temps  leur  différence  qui  consiste  en   ce  qu'un  diviseur  d  est 

remplacé  par '-■  On  ne  voit  point  encore  d'ailleurs  s'offrir  de  par- 
ties de  fonctions,  mais  elles  se  présentent  en  faisant 

I 

Dans  ce  cas  «  est  ^  —  i  mod.  4,  et  en  supposant  d  <i  d'  on  trouve 

Ç«  =  2  2  (-  ')  '    cos  ^^i—  a-, 

la  somme  ne  comprenant  que  les  diviseurs  rf,  qui  sont  inférieurs  à  \n. 
y  J'espère,  mon  cher  confrère,  que  vous  n'oublierez  pas  m'avoir 
aussi  promis  une  Lettre  arithmétique  qui  soulève  un  peu  le  voile 
dont  vous  vous  êtes  jusqu'à  présent  recouvert.  Si  vous  le  jugez  à 
propos,  j'aimerais  bien  que  celle-ci  fût  publiée  dans  votre  Journal, 
où  je  la  ferai  suivre  de  plusieurs  articles  sur  divers  sujets  qui  s'y  rat- 
tachent et  qu'en  ce  moment  je  suis  obligé  d'ajourner.  » 
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RÉPONSE   DE  M.    LIOUVILLE. 

«  Je  vous  remercie  de  votre  bonne  Lettre,  et  je  voiis  répondrai 
longnement  dans  le  Journal  de  ISlathèmatiques,  où  l'on  ne  manquera 
pas  de  reproduire  vos  intéressants  résultats.  Nous  tendons  à  un  but 
semblable,  mais  par  des  voies  bien  différentes,  qui  pourtant  se  ratta- 
chent toujours  aux  travaux  de  Jacobi.  En  effet  mes  /brniules  géncrnles, 
ainsi  que  je  l'ai  indiqué  au  commencement  de  mon  septième  article 
[Journal  de  Mathématiques,  cahier  d'avril  i858),  donnent  naissance 
à  des  équations  entre  des  séries  qui  contiennent  comme  cas  particu- 
liers celles  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Cette  théorie  (qne 
vous  employez  directement)  se  trouve  donc  ici  remplacée  pour  moi 
par  des  formules  appartenant  à  l'algèbre  la  plus  élémentaire,  obtenues 
au  moyen  de  certaines  identités  des  plus  simples,  et  renfermant  des 
fonctions  arbitraires  sans  aucune  condition  de  continuité.  Les  variables 
que  je  considère  sont  en  effet  des  nombres  entiers,  et  les  fonctions 
n'ont  besoin  d'être  définies  que  par  rapport  à  ces  nombres  entiers  pris 
comme  valeurs  des  variables  :  le  reste  est  à  volonté.  Je  ne  puis  dès  lors 
avoir  aucune  peine  à  introduire  dans  mes  recherches  les  fonctions 
numériques  que  vous  nommez  incomplètes.  Permettez-moi  de  vous 
rappeler  que  je  vous  ai  donné  à  ce  sujet,  il  y  a  longtemps  déjà,  un 
exemple  remarquable.  Prenez  dans  mon  premier  article  [Journal  de 
Mathématiques,  cahier  d'avril  i858)  la  formule 

2  [f[d'  -  d")  -f[d'  -f  d")]=Id[fio)  -J\2d)l 

qui  se  rapporte  au  mode  de  partition  du  double  d'un  entier  donné 
(w  =  rfc?j  marqué  par  la  formule 

2  m  =  d'  &'  -h  d"  (?", 

où  d\  (?',  d'\  â"  sont  comme  d  e[  &  des  entiers  impairs  positifs.  La 
fonction  f  [oc)  doit  être  paire.  Cette  condition  sera  remplie  si  nous 
supposons/ (a?)  nulle  quand  r  atteint  ou  dépasse  une  valeur  numé- 
rique donnée  a,  c'est-à-dire  quand  jc'^^a'^^  etj{jc)  égale  à  i  quand 
X-  <  a-.  Or  vous  en  conclurez  de  suite  pour  la  fonction  numérique 
exprimant  la  somme  des  diviseurs  de  m  qui  ne  sont  pas  inférieurs  à 

Tome  Vil  (2'  série).  —  Février  1862.  " 
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-  cette  propriété  curieuse  d'exprimer  aussi  le  nombre  des  solutions  de 

l'équation  im  =  d' ù'  -\-  d"  è"  pour  lesquelles  on  a  numériquement 

d'  —  d"  <  a,     d'  -^  d"  >  «. 

»  En  prenant  a^i  \m,  la  fonction  numérique  dont  je  viens  de 
parler  deviendra  une  des  fonctions  de  INI.  Rronecker.  Vous  obtiendrez 
d'autres  résultats  dignes  d'attention  en  prenant^"  (j::)  :=  o,  sauf  dans 
les  cas  où  l'entier  x  est  ^±«(mod.  p),  a  el  p  étant  des  nombres 
donnés  ;  on  fera  alorsy^(x)  =  i.  Des  remarques  analogues  s'appli- 
quent à  toutes  mes  formules  générales. 

»  C'est  en  1857  que  j'ai  trouvé  ces  formules.  Depuis  cette  époque, 
accablé  d'occupations  et  sans  cesse  dérangé  dans  un  travail  qui  de- 
mande une  tête  libre,  je  n'y  ai  pour  ainsi  dire  rien  ajouté.  Les  douze 
articles  que  j'ai  publiés  ne  contiennent  pas  la  moitié  de  ce  que  je  savais 
il  y  a  quatre  ans;  et  encore  je  mets  de  côté  les  applications  particu- 
lières qui  s'offrent  en  foule,  mais  qui  ne  peuvent  avoir  tout  leur,  prix 
que  par  le  choix  qu'on  en  fait  et  par  l'ordre  qu'on  y  établit.  Permet- 
tez-moi donc  de  transcrire  ici  deux  formules  nouvelles,  que  je  lire  de 
mes  papiers  à  cause  du  rapport  qu'elles  ont  avec  quelques-unes  de  vos 
transformations  analytiques. 

»  i'^  Soit  m  un  entier  impair  donné.  Posons  de  toutes  les  manières 
possibles,  en  nombres  entiers, 

m  =z  2  m'-  -J-  d"  â", 
puis 

2  m  =  in-j  -h  r/j  c?j , 

en  prenant  d",  &",  d.2,  c?2  impairs  et  positifs,  m,  impair  positif  ou  né- 
gatif, m'  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif.  Si 
la  fonction  ?(jr,  j,  z)  remplit,  pour  toutes  les  valeurs  de  jc,  y,  z  'a 
employer,  les  conditions  suivantes  ; 

on  aura 
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Je  vous  engage  à  prendre  pour  exemple 

S{jc,  jr^  s)  =  sin(j:<), 

t  désignant  une  constante  arbitraire. 

»  1°  Soit  m  un  entier  impair  donné,  de  la  forme  4§^  +  3.  Posons 
de  toutes  les  manières  possibles,  en  nombres  entiers, 

m  =  /«  ^  +  2  d^  c?2 1 
puis 

//î  =  4  m'-+  d"  â", 

où  d^,  (?2,  d'\  â"  sont  impairs  et  positifs,  d"  ■<_  â",  m,  impair  positif 
ou  négatif,  enfin  m'  indifféremment  f>air  ou  impair,  positif,  nul  ou 
négatif.  Si  la  fonction  J(jr,  j,  z)  est  paire  en  x  et  en  7%  mais  impaire 
en  z,  on  aura 

V  ^ (^2  —  m, ,   c?2  +  m,  —  d-i ,  m,  ) 

V^  j  /  ,    S"—d"       ,„  ,\         '^^/8"-h(i"     S"  —  d"       ,„  \ 

=  >  9  (  2 m  , ,  d  +  2 m  )  —  y.^  (  — ; — '  '  d  +2ni'  ■ 

»  Ici  vous  voyez  figurer  explicitement  la  condition  d"  <  â".  On  n'a 
mis  partout  qu'un  signe  somniatoire,  quoiqu'il  s'agisse  de  sommes 
multiples  :  cela  ne  vous  arrêtera  pas.  Je  terminerai  par  un  théorème 
(que  vos  formules  donnent  aussi)  concernant  la  fonction  numérique 
p' {n),  qui  marque  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  n  de  la  forme 
^[J.-h  I  sur  celui  des  diviseurs  de  la  forme  4]^ +  3,  en  se  bornant 
aux  diviseurs  moindres  que  \/r,  tandis  que  je  représente  cet  excès  par 
p{n)  quand  on  considère  tons  les  diviseurs.  Soit  m  un  nombre  entier 
donné,  de  la  forme  8/ -t-  3.  D'après  la  propriété  connue  de  p{n)^  re- 
lativement à  la  décomposition  d'un  nombre  en  deux  carrés,  il  est 
clair  que 

est  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

m  =  P  +  /'^  +  /"^, 

où  /,  /',  /"  sont  impairs  et  positifs.  Or  je  trouve  que  ce  nombre  s'ex- 

6.. 
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prime  aussi  au  niojen  de  o'{n),  par 

p'  {m)  +  2/5' (m—  4.1')+  ip'  [m—  ^.2-)  + 

Mais  en  voilà  assez  pour  le  moment.  Je  suis,  comme  vous,  clans  les 
examens;  et  d'ailleurs  votre  Lettre  est  déjà  un  peu  longue  pour  les 
Comptes  rendus  :  je  dois  me  restreindre  et  vous  laisser  prendre  toute 
la  place  que  votre  travail  mérite.  » 


NOTE  DE  -M.  LIOU VILLE. 

En  reproduisant  dans  le  Journal  de  Mathématiques  ces  deux  Lettres 
extraites  des  Comptes  rendus  de  Vjécadéinie  des  Sciences  1  séance  du 
5  août  i8fii),  je  me  bornerai  à  ajouter  quelques  remarques,  remettant 
à  ime  autre  épocjue  les  longs  développements  dans  lesquels  j'aurai  a 
entrer  et  qui,  si  Dieu  m'accorde  le  temps  nécessaire,  contribueront, 
je  crois,  aux  progrès  de  la  science  des  nombres. 

On  pense  bien  qu'après  avoir  reçu  la  Lettre  de  M.  Hermite,  j'ai  pro- 
fité des  premiers  moments  dont  j'ai  pu  disposer  pour  rechercber  dans 
les  Notes  que  j'ai  accumulées  en  1857,  sans  qu'il  m'ait  été  donné  de- 
puis de  reprendre  en  liberté  mon  travail,  ce  qu'il  pouvait  y  avoir  d'a- 
nalogue à  la  .savante  analyse  de  mon  ingénieux  confrère.  En  effet,  mes 
formules  se  rattachent  aussi  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  :  seu- 
lement elles  contiennent  plutôt  cette  théorie  quelles  n'eu  dépendent. 
Je  les  démontre  toutes  à  priori  fort  simplement;  mais  on  n'a  pas  non 
plus  de  peine  à  y  arriver  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Il  y  a  là 
un  genre  de  traduction  que  l'habitude  rend  facile.  Je  devais  donc 
avoir  obtenu  des  résultats  semblables  à  ceux  que  M.  Hermite  tire 
de  ses  calculs,  et  peut-être  ces  résultats  mêmes,  sous  une  expression 
différente.  Une  seule  chose,  en  l'éalité,  m'avait  manqué,  c'était  de  re- 
connaître la  liaison  cpii  existe  entre  des  nombres  de  formes  quadra- 
tic[ues  binaires  et  des  nombres  de  solutions  de  certaines  équations  qui 
s'étaient  présentées  à  moi.  L'interprétation  que  M.  Hermite  donne  de 
l'équation 

N  =  ;'  2  «  +  I  )  (  2  «  -t-  4  ^  +  3  )  —  4  <^'  > 
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m'a  subitement  éclairé.  J'avais  rencontré  autrefois  cette  même  équation 
écrite  ainsi  : 

N  désignant  un  entier  donné  4g  +  3,  et  d,,  c?,,  q\  des  entiers  impairs 
positifs,  soumis  à  cette  restriction  que  la  somme  d,  -+-  o',  soit  impaire- 
ment  paire  [*].  INIais  ce  n'est  que  par  le  travail  de  M.  Hermite  que  j'ai  su 
que  le  nombre  des  solutions  de  cette  équation  est  précisément  le 
nombre  des  formes  de  déterminant  —  N  dont  un  au  moins  des  coeffi- 
cients extrêmes  est  impair.  Le  reste  était  d'avance  dans  mes  Notes,  et 
l'analyse  de  M.  Hermite,  à  partir  de  là,  ne  m'a  rien  appris.  J'ajoute 
que  maintenant  aucun  des  théorèmes  de  M.  Rronecker  n'échappe  à 
mes  démonstrations. 

Prenons  connue  exemple  im  de  ceux  que  ]NL  Hermite  a  pour  le  mo- 
ment laissés  de  côté,  ou  plutôt  luie  combinaison  de  deux  de  ceux-là, 
concernant  la  somme  des  nombres  de  formes  à  déterminants  négatifs 
ayant  pour  valeurs  absolues  2m —  i-,  ini —  3^,  im  —  5-,...,  où  m 
est  un  entier  impair  ;  on  ne  compte  pas  les  formes  dont  les  coefficients 
extrêmes  sont  tous  les  deux  pairs.  M.  Rronecker  trouve  cette  somme 
égaie  à 

l[>:,{m)+p[m)], 

'Ç,{in)  représentant  la  somme  des  diviseurs  de  m  et  p{m)  l'excès  du 
nombre  des  diviseurs  de  m  qui  sont^i(mod.  4)  sur  le  nombre  de 
ceux^3(mod.  4)-  Or,  pour  moi,  ce  théorème  restait  caché,  quoique 
je  l'eusse  trouvé  pour  ainsi  dire,  parce  qu  au  lieu  de  me  rattacher  aux 
formes  quadratiques,  je  considérais  le  nombre  des  soliUions  d'une  équa- 
tion de  la  forme 

p  =  d2^2  +   2'''{d2+  ^2)^3, 

ou  le  premier  membre  est  un  entier  /i  ^j.  +  i  et  où  r/o,  o^j,  c?3  sont  des 
entiers  impairs  et  positifs  :  on  suppose  a^  >  o,  ou  autrement  dit  la 
somme  d^  +  c?2  impairement  paire.  Je  prenais  p  ^  2/n  —  02^,  ni  impair 

[*]  D'après  les  valeurs  admises  j)our  n,  b  et  a,  on  passe  d'une  équation  à  l'autre,  en 
égalant  r/,,  ■î,,  u,  à  2«  -t-  i  -)-  2^7,  2«  -4-  ;  —  ia^  ib  -\-\,  respectivement. 
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donné,  m,  =  i,  3,  5,...,  comme  dans  le  théorème  de  M.  Kionecker; 
et  c'est  au  nombre  total  des  solutions  des  équations  successives  com- 
prises sous  le  type  général  dont  il  vient  d'être  question  que  mes  re- 
cherches s'appliquaient.  Mais  ce  n'est  qu'en  imitant  le  mode  de  dis- 
cussion de  M.  Hermile  que  j'ai  reconnu  que  le  nombre  des  solutions 
de  chaque  équation  particulière 

devient  le  nombre  des  formes  de  déterminant  —  p  (dont  un  au  moins 
des  coefficients  extrêmes  est  impair)  quand  on  y  ajoute  la  moitié  du 
nombre  des  diviseurs  de  p^  augmenté  d'une  unité  quand  p  est  un 
carré.  Alors  mon  théorème  s'est  changé  en  celui  de  M.  Kronecker. 

Un  mot  sur  les  formules  dont  j'ai  eu  à  me  servir  ici.  Soit  F[jc)  une 
fonction  impaire,  en  sorte  que  F(  —  x)  =  —  F{x),  F(o)  =  o.  Pre- 
nons un  nombre  impair  M  et  souniettons-le  aux  deux  modes  de  parti- 
tion indiqués  par  les  équations 

M  =  2M'^  +  D"A",      ■2M  =  M?  +  DoA2, 

où  M,,  Dj,  Ao,  D",  A"  sont  des  entiers  impairs  positifs,  tandis  que  M' 
est  mdifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif.  On  a 


2f(d"+2M')=2:f(^')- 


Cette  équation  est  comprise  comme  cas  très-particulier  dans  la  première 
des  deux  équations  nouvelles  que  j'ai  données  dans  ma  réponse  à 
M.  Hermite,  et  même  déjà  dans  mesJormu/e.i  générales  (onzième  ar- 
ticle). Elle  me  sert  doublement  dans  In  circonstance  actuelle.  D'une 
part  j'en  tire  un  lemme  très-utile  en  y  supposant  F[x)  =  i  pour  x  >  o, 
par  suite  F{x)  =  —  t  pour  x  <  o.  D'un  autre  côté,  en  la  combinant 
avec  la  formule  (D)  de  mon  troisième  article  (cahier  de  juin  ib58), 
j'arrive  à  une  autre  formule  importante.  Soit  m  un  entier  impair  donné. 
Soumettons-le  aux  deux  modes  de  partition  indiqués  par  les  équations 

tn  =  a  m'"  +  d"â" 
et 
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où  les  entiers  /«,,  d^,  (?2>  ^3»  o'a  sont  impairs  et  positifs,  tandis  que  m' 
est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif  :  on  suppose  a,  >  o,  c'est-à- 
dire  la  somme  ^,  +  0*2  impairement  paire.  Si  la  fonction  J  (x)  est 
paire,  en  sorte  que_/'(—  x)  =J'{x),  la  somme 

^[<i"f[2in')  —  f[2m')  —  if[im'-\-i)  —  ...  —  if{im'+  ô"'  — i)], 

qui  se  rapporte  au  premier  mode  de  partition,  vaudra  toujours  le 
double  de  la  somme 

qui  appartient  au  second  mode.  Il  faudra  maintenant  prendre^  (o)  =r  i, 
et  /  i x)  =  o  pour  x  différent  de  o.  Alors  il  n'y  aura  plus  à  considérer 
que  les  valeurs  de  «^3  pour  lesquelles 

en  sorte  que  l'équation 

im  =^  m\  +  d^  o'.j  +  2"''^  '  d^  0*3 
deviendra 

où  l'on  reconnaît  une  équation  dont  on  a  parlé  plus  haut.  L'égalité 
obtenue  par  notre  hypothèse  sur  y  (jr),  jointe  au  lemnie  préliminaire, 
donne  notre  théorème;  et  nous  savons  à  présent,  grâce  à  M.  Hermite, 
y  voir  le  théorème  de  M.  Kronecker. 

Dans  les  équations  de  partition  écrites  plus  haut,  mettez  2^  in  au  lieu 
de  m,  2°"  d"  au  lieu  de  d",  a  et  a"  étant  >  o,  faites  a,  =  o,  conservez 
d'ailleurs  les  autres  notations  et  continuez  à  exiger  que  la  somme 
d^-h  c?o  soit  impairement  paire;  mais  à  la  formule  (D)  de  mon  troi- 
sième article  substituez  la  formule  (a)  du  second.  Vous  obtiendrez 
l'équation  que  voici  : 

=:  ^  2^"  —  '  d"  [J  {  2  m'  )    —  /'f2"V/"  -\-   2l>l'    ]  ; 
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pt  en  V  prenant  encore  /(oj  =  i,  ■A\ec  f  [x)  —  o  quand  x  diffère  de 
zéro,  vons  serez  conduits  à  un  des  théorèmes  démontrés  par  M.  Her- 
mite,  sans  avoir  besoin  cette  fois  d'un  lemme  préliminaire. 

Les  théorèmes  de  M.  Rroneckcr  sont  donc  susceptibles  d'une  dé- 
monstration très-simple.  Seulement  ils  supposent  une  certaine  étude 
de  la  théorie  des  formes  quadratiques  que  je  n'avais  pas  faite  et  que 
mes  théorèmes  (tels  que  je  les  avais  d'abord)  n'exigent  pas  absolu- 
ment, même  quand  on  les  applique  aux  décompositions  d'un  entier  en 
trois  carrés.  Les  théorèmes  de  ce  genre  se  midtiplieront  beaucoup,  et 
dès  à  présent  nous  pourrions  en  augmenter  le  nombre.  L'échelle  des 
déterminants  successifs  qui  dans  le  premier  exemple  ci-dessus  était 
2,;^  _  in\  et  dans  le  second  2'^-^^  m  —  m\,  peut  être  prise  par  exemple 
ji  —  '^s-  ou  «  —  5  s^  avec  diverses  hypothèses  sur  l'entier  fixe  n  et  sur 
l'entier  variable  s.  Mais  cela  mérite  d'être  approfondi. 

Je  le  répète  en  terminant,  on  pourra  tirer,  si  on  le  veut,  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  mes  formules  fondamentales,  très-facilement 
surtout  celles  qui  dépendent  de  fonctions  d'une  seule  variable.  Il  suffit 
d'observer  qu'avec  une  sonniie  de  |)roduits  de  constantes  par  des  cosi- 
nus d'arcs  proportionnels  à  x,  on  forme  nos  fonctions  paires  de  .r, 
comme  nos  fonctions  impaires  avec  des  sinus.  Le  but  que  je  me  suis 
proposé  est  tout  autre.  Je  veux  pour  mes  formules  une  démonstration 
fondée  uniquement  sur  les  premiers  principes  de  l'algèbre.  Les  fonc- 
tions elliptiques  ne  sont  ici  pour  moi  qu'un  accessou'e.  Mais  si  je  me 
rattache  moins  que  M.^  Hermite  aux  Fundamenln  nova,  Jacobi  reste 
pourtant  mon  principal  guide.  C'est  dans  sa  démonstration  arithmétique 
(admirablement  présentée  par  Dirichlet  dans  le  cahier  de  mai  i856) 
pour  le  nombre  des  représentations  du  quadruple  d'un  entier  impair 
par  une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  que  j'ai  puisé  mes  premières 
idées. 
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L'INTEGRABILITE  DES  FONCTIONS  DIFFERENTIELLES 
D'UN  ORDRE  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER; 

Par  mm.  STOFFEL  et  BACH. 

1.  On  sait  que  la  variation  de  l'intégrale  définie 

X 

f  {x,  x,f,f',---)àjc. 


£ 


dans  laquelle  y,  y,  etc.,  sont  les  dérivées  des  difA  rents  ordres  de  j- 
considérée  comme  fonction  de  a:,  se  décompose  en  deux  parties,  l'une 
dépendant  essentiellement  des  variations  aux  limites,  l'autre  dépen- 
dant des  variations  entre  les  limites. 

Cette  décomposition,  ainsi  que  l'ont  montré  depuis  longtemps  Euler 
et  Lagrange,  permet  de  trouver  dune  manière  aussi  simple  qu'élégante 
la  condition  d'inlégrabilité  d'une  «'xpression  de  la  forme 

/(^.  7' J'.  j"---.  f")djc, 

contenant  x,  j  et  ses  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n  inclusive- 
ment. 

Nous  allons,  pour  entrer  en  matière,  établir  d'abord  cette  condition 
d'inlégrabilité,  en  reproduisant  à  peu  de  chose  près  le  raisonnement 
d'Euler. 

2.  Dire  que  l'expression  ci-dessus  est  intégrable,  c'est  diie  que 
son  intégrale  peut  être  trouvée  indépendamment  de  la  relation  arbi- 
traire qu'il  faut  en  général  supposer  entre  jr  et  x  pour  rendre  l'in- 
tégration possible   par  luie  quadrature,   ou  que  ion  a,  en  d'autres 

Tome  Vil  (2=  série).  —  Février  1862.  y 
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termes 

Posons 

et 

(1  V  =  Xd.r  +  Ydj  +  Y'd/  +...+  Y"  il  r"', 

expi-ession  dans  laquelle 

f/.r  «y.»-  rfr  4> 

en  désignant  les  différentielles  partielles  par  la  lettre  tl,  et  réservant 
le  caractère  d  pour  indiquer  les  différentielles  totales. 

Écrivons  ensuite  la  foiinule  connue  de  la  variation  d'une  intégrale 
définie;  elle  est,  en  supposant  que  j  et  ses  dérivées,  jusqu'à  celle  de 
l'ordre  n  —  i  inclusivement,  gardent  la  même  valeur  pour  x  =z  jc^^. 


(-) 


r  vdx  =  Y"'>  ây-"  -h  (y'"-^>  -  ^-^ 


An~V 


+  (y'«- 

■'- 

dYC— 

d 

+  - 

>Y<")\ 

dx'     j 

<?j!« 

-=    +... 

-(-- 

dY 

-+... 

c 

-i  Y("' 

)^J 

+  [v- 

(r 

dY' 
d.r 

-. 

.)r 

- 

(V 

dY' 

~     dx 

-+. 

.)r 

-... 

-  Y="' J' 

«  1  c? 

-^r^ 

r        ( 

lY' 
d7+- 

d^Y" 

d.r" 

-  1  ',1  dx . 

Mais  si  l'on  a 

Vdj:  =  F(.r,  j,  jr',..., /'"-")  -  F  (.To,  Jo,---,/r")' 


r 
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la   variation  du  second   membre,  d'après  nos  hypothèses,  dépendra 
uniquement  des  variations  à  la  limite  supérieure,   et  il  devra  en   être 

de  même  de  celle  de  I    Vd.r.  Puisque  d'ailleurs  cette  variation  con- 
tient 


r 


,,       dY'         d'Y"  ,        , 


intégrale  qui  dépend  évidemment  des  variations  entre  les  limites,  il 
fiiudra  que  par  la  nature  de  la  fonction  V  cette  intégrale  soit  identi- 
quement nulle,  ou  que  l'on  ait 

,    ,  -,       dY'        d'Y" 

(^)  ^  - 117 +  -d-:?- +  ••■=«■ 

Euler  démontre  aussi  que  l'équation  (2)  étant  identiquement  vérifiée, 
la  fonction  Vda-  est  intégrable.  Sa  démonstration  a  été  modifiée  avec 
avantage  par  M.  Bertrand,  dans  un  Mémoire  inséré  au  XXVIII"  ca- 
hier du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.  On  trouve  aux  pages  ^55 
et  265  de  ce  même  Mémoire  des  méthodes  d'une  application  facile 
pour  arriver  à  l'intégrale. 

Bien  que  cette  question  de  l'intégrabililé  des  fonctions  différen- 
tielles ait  eu  le  privilège  d'attirer  l'attention  des  géomètres  les  plus 
éminents,  il  ne  nous  a  pas  semblé  hors  de  propos  de  traiter  le  sujet 
à  un  point  de  vue  dont  il  est  à  peine  fait  mention  dans  les  ouvrages  et 
Mémoires  que  nous  avons  pu  consulter,  et  de  faire  voir  qu'en  partant 
de  r  équation  de  condition  et  en  s' appuyant  sur  des  considérations 
uniquement  tirées  du  calcul  différentiel,  on  peut  mettre  \da-  sous 
la  Jorme  d'une  Jonction  différentielle  du  premier  ordre  renjerniant 
X,  r,  r',...,  T"'""''  considérées  comme  variables  indépeiulantes  et 
satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabilité  bien  connues  de  ces  Jonc- 
tions. 

Cette  forme,  à  laquelle  on  est  naturellement  conduit  en  ayant  égard 
a  l'équation  (2)  et  en  changeant  dans  la  formule  (i)  les  â  en  d,  permet 
de  trouver  immédiatement  l'intégrale  par  des  quadratures. 

7-- 
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3.  Ecrivons 


(3) 


-...)dj 


/,-,       dY"        d=Y' 

r^,     /^,,     dY"        \    ,     /^„     dY"        \    „ 

_  Yf«'j«ld:r, 

ce  qui  d'ailleurs  est  une  identité,  en  ayant  égard  aux  relations 
d^:=j''d.r,     dy  =  yd-r,...,     dy"~'^  =j"  dar. 

Pour  taire  voir  que,  l'équation  (2)  étant  satisfaite,  Y  djc  mis  sous 
cette  forme  est  la  différentielle  du  premier  ordre  d'une  fonction  de  jc-, 
y,  j\...,  j'"~*'  considérées  comme  variables  indépendantes,  prouvons 
d'abord  que  les  coefficients  dedx^  d  r,  d  y\ ...,  dj'"~'^  dans  cette  expres- 
sion ne  contiennent  pas  de  dérivées  de  y  d'un  ordre  supérieur  à  n  —  \ . 

Écrivons  à  cet  effet  l'équation  (2)  sous  la  forme 


d    /,,,       dY"        d^Y 
ax  \  ax  a 


ÏF-— •)  =  °' 


et  faisons  observer  que  Y  étant  une  dérivée  partielle  de  la  fonction  V, 
j  n'y  entrera  pas  avec  un  indice  supérieur  à  n;  donc,  puisque  l'équa- 
tion (2)  a  lieu  identiquement. 


c(-- 


dY"         d' Y'" 


ne  devra  pas  non  plus  contenir  J"""^",  ^'""^*',...,  et  comme  la  diffé- 
rentiation  totale  augmente  d'une  unité  l'indice  des  j, 


Y>      dY"    ^    d'Y"' 
àx  dx^ 


ne  devra  pas  renfermer  j  avec  un  indice  supérieur  à  «  —  i . 
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Mettons  actuellement  l'équation  (2)  sous  la  forme 

et  taisons  observer  que  Y 7-;-  ne  pouvant  contenu-  j"  avec  un  ui- 

flice  supérieur  à  n  +  i,  il  doit  en  être  de  même  pour 

±  (y-  -  ^ 

mais  deux  différentiations  totales  augmentent  de  deux  imités  l'indice 
des  j,  donc 

,-„      dY"        d'Y-' 

^      —-A •-    -A~, ••• 

ax  a  x^ 

ne  saurait  contenir  j  avec  un  indice  supérieur  à  n  —  i. 

En  poursuivant  le  même  raisonnement,  on  arrivera  jusqu'à  Y'"'  qui 
ne  pourra  non  plus  contenir  j  avec  un  indice  supérieur  à  n  —  1,  car 
si  la  fonction  V  provient  d'une  difféientiation  totale  effectuée  en  re- 
gardant j,  jr' ,  j" ,...,  ^C'-''  comme  des  fonctions  de  .x\  elle  est  néces- 
sairement linéaire  en  j^"\  et  dès  lors  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à 
j-'"'  ne  renferme  pas  celle  variable.  Rien  d'ailleurs  ne  s'oppose  à  ce 
que  l'on  étende  jusqu'à  Y'"*  le  raisonnement  employé  plus  haut.  Quant 
au  coefficient  de  Ax,  il  ne  contiendra  pas  non  plus  j'-"\  car  le  terme 
de  V  où  entre  cette  variable,  n'est  autre  que  Y'"'^'"'. 

Après  avoir  montré  que  l'expression  contenue  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (3)  ne  renferme  pas  les  dérivées  de  j  d'un  ordre 
supérieur  à  n  —  i,'\\  nous  reste  à  faire  voir  qu'e/Ze  satisfait  aux  con- 
ditions connues  nécessaires  et  suffisantes  pour  Vinté^rahililé  des  diffé- 
rentielles du  premier  ordre. 

Mais  avant  cela  établissons  une  formule  dont  nous  ferons  un 
usage  continuel  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 

4.   Cette  formule  est  la  suivante 

(4) 


d       Au         à. 

<lu               du 

dyûn'  Âx         àx 

dfP^     '     djiP-" 
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dans   laquelle  u  est  une  certaine  fonction  de  .r,  j,  j',--,  J^'' ,  etc. 
Pour  V  arriver,  différenlions  totalement  l;i  fonction  u,  et  nous  aurons 

(1«        (/u         du      ,        du       ,,  du  ,„ 

d  .T.         d.T         dy  -^  dy    "  dyiP^  >  ^ 

puis  différentions  partiellement  par  rapport  à  jr""') 

d        Au  d-u  d- u  ,  d- u  „ 

dy^P^  '  (Lr  ~  Ixdyi^         dy  dyiP''  ^         dy'  dyW  ^     +  •  •  • 


Mais  l'ensemble  des  termes  du  second   uiembre,  à   l'exception  du 
dernier,  est  précisément  la  différeutielle  totale  de  -^-^:  on  a  donc 

'  dyiP' 

(/        Au  A         du  du 


dy^P'     Ax         àx    dy'-P'  dy'P-" 

ce  qui  est  la  formule  (4)- 

Nous  ne  ferons  usage  que  de  celte  foruude,  mais  il  est  facile  de  voir 
que  l'on  a  en  général 

d     à"'  u  d'"       du  ,,      A"'~'         du  A"'~-        du 


dyiP)  Ax'"         àx"'   dyiP^  '  Ax'"-'    dy^P"'^  '- Ax""-'    dy^P-''^ 

,^     A  du  du 

-f-(., 


(/yiP-m-r<  ;  dyi.P-'"'' 

i  ,('■,,  C2,  etc.,  étant  les  coefficients  de  la  puissance  m "  du  buiùme.  Il 

est  bieu  entendu  que  l'on  devra  remplacer,  s'il  y  a  lieu,  j-*"  par  j-  et 
supprimer  tous  les  termes  qui  suivent. 

.'>.  Revenons  à  notre  sujet  et  comparons  d'abord  le  premier  terme 
de  l'expression  (3)  avec  tous  les  suivants.  Il  s'agit  de  prouver  que 
Ion  a 

dji"-'-')  —  dyi'-'i  {'■  A.r         ^•■•} 

l'om-  cela,  différentions  par  rapport  à  j"'>  le  coefficient  qui  suit  ini- 
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mediatement  celui  que  nous  considérons,  et  d'après  ce  qui  a  été  dit 
(n"  5)  nous  pouvons  écrire 


dy 
ou  encore,  en  vertu  de  la  foriiuile  (4), 

<^Y("— "  d       d     /,„„  ,,        dY("-'+" 


-"  <^       d     f  dY(---^'>  \ 

dy'"'  Ax  dyW  \  Ax        ^  ■■■  ) 

—  TT^rn  \  ^ A 1-  . . .     =  o. 


ce  qtii  revient  à 


_^Y( 
djr 


;n-i-ii         dy"^'  \  àx  "j 


JYC—-)  rfY(") 


et  d'ailleurs,  en  vertu  du  même  n°  3, 


d    /^,,„_,-,       dY("-'--') 


dyi"'   \  d.r  ' 

Pour  comparer  le  premier  terme  avec  l'avant-dernier,  on  dilTérentiera 
l'équation  (2)  partiellement  par  rapport  à  j^"\  et  l'on  aura 


dY    _    d   _d_  i      _  d_r'  \         .  d 

dyi"1  ~  djT  rf/l"'  V       ~    ils-  ■■■/  dyC—i 


^■---■■■>-^l^--ï--)=°. 


ce  qui  revient,  comme  on  le  verra  sans  peine,  à 

dY(")  __       d       /  dY^  V 

dy     ~  dy^'^'1  \  dT  "*"•••)■ 

C'est  précisément  l'égalité  qu'il  s'agissait  d'établir. 

11  est  également  facile  de  comparer  tous  les  termes  à  l'avant-der- 
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nier,  et  de  monlrer  que  l'on  a 


'-^^--)=l  (-'-*■- 


jY{'-*+') 


r/jC"-*-')  \  dx  '      J  dy 

Supposons  que  l'égalité  des  dérivées  ait  lieu  entre  l'avant -dernier 
terme  et  celui  qui  précède  le  ternie  considéré,  lequel  commence  par 
y,«_A+t)  Différentions  l'équation  de  condition  par  rapport  à  j'"~''\  et 
il  viendra 

ce  qui  peut,  d'après  notre  hypothèse,  s'écrire 

^YC-*)  d      d   .     ,„_,^.,  d         /  dY"  ^ 

dy  àx   dy^  '"'         f/j("-*-)\^  da:    '^  •  ■  '  j 

ou  encore 

rfj  \  dx  /        <yj("-*-i)  y  tlx 

et  puisqu'on  a  déjà  comparé  le  premier  terme  avec  l'avant-dernier, 
l'égalité  est  générale. 

6.   Considérons  actuellement  deux  termes  quelconques,  et  prouvons 
que  l'on  a 

d  /y,„_„  dY(-*^M  N     _  d  I  dY("-'-^"  Y 

Admettons  que  l'on  ait 

(5)       ^       ('y'"-''-)  -  ^^'""'""  +     ^  -  -J—  fY'"-')  -  ''^"'""' 


rffi"  '   '' \  dx  "7       rfji"-*)  \  dx 

ce  qui  revient  à  dire  que  l'égalité  des  dérivées  partielles  a  été  véri6ée 
pour  le  terme  antérieur  à  celui  qui  commence  par  Y'"~*'  comparé  avec 
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tous  ceux  qui  suivent,  et  posons 

dji"-'-'-!   \                            d.r         ^■■■j 
_   rfY(-*)    _  £ cl_       „_,^„ d__  _^,^  _ 

—  ^_y (»-,-.)  d.r    f/jt-— -0  V^  ■■■)         ^j-in-i-,)  \  '-  ■■■h 

cela  peut  s'écrire,  en  vertu  de  l'équation  (5), 

ri             I  jlYi"— *+l 

"  '  Y(n-*)  


<//("-'-')  V  dj 


rf^(»-*)  dx  rfji"-*)  \  dx         '    •••y  ^/jC—*) 

JE. .  _£_  (YC-')  -     W        ^       ^-:-"  _  ^Y<"— " 


d.r  ,/j:"-*)^"  ■••''  •    rfj("-*-')\"  dx  ■•■/ 

Effectuant  les  réductions,  on  tombe  sur  la  formule  qu'il  s'agissait 
de  démontrer,  savoir 


rfr*"-'-"  \  àx  j        dj (■■''- ^  \  dx  7 

Or  l'égalité  des  dérivées  partielles  ayant  été  prouvée  pour  le  pre- 
mier coefficient  comparé  avec  tous  les  suivants,  jusqu'à  l'avant-der- 
nier  inclusivement,  ainsi  que  pour  l'avant-dernier  comparé  avec  tous 
ceux  qui  précèdent,  on  conclura  de  la  formule  (6)  l'égalité  des  déri- 
vées pour  un  coefficient  quelconque  comparé  à  tous  ceux  qui  suivent, 
à  l'exception  du  dernier  dont  nous  n'avons  pas  encore  parlé  jusqu'ici 

7.  Pour  faire  enfin  la  comparaison  d'un  terme  quelconque  avec  le 
dernier ,  il  faut  démontrer  l'égalité  suivante  : 


d 

dx 


/y("-')  - 
d    r,,    /^-,    dY"      \  ,    /%.„    dY'"      \  „ 


dYC-' 

i+ij 

-+- 

...) 

dx 

7'- 

(^' 

"- 

dY'" 
Ax 

Y'"'  r'"M- 
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Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

a.r 

En  vertu  des  relations  établies  plus  haut,  l'égalité  qu'il  s'agit  de  véri- 
fier devient 

dV  _         dV  dV       ,         dl)       „ 

d.T  rfy  ("-'-')  dy  -^  dy'  -^ 

dV>         ,„,        /,„„_,_.,        dY("-') 


_       ^^       y(n) (Y'"-'-')  ■ 


,-,„   ,■    ,,         d\}      ,        «fU      „  du         ,„,        ^„„    .    ,,         dV 

~  dy  -^  dy'  -^  ■■•        dy^"-')-^  dx 

Réduisant  et  groupant  convenablement  les  termes,  nous  trouvons 

du       ^U       rfU      ,       rfU      „  d\} 

—  = 1 Y  -\ 1    +  ...  H y'  ' 

dx         dx  dy  "^  dy' -'  '         dyi''~'i^       ' 

ce  qui  est  une  identité. 

Ainsi  se  trouve  établi  très-simplement  que  V^x  peut  être  mis  sous 
la  forme  d'une  différentielle  du  premier  ordre  quand  l'équation 

_  dr         d'Y" _ 

d.v  dx' 

est  identiquement  vérifiée;  et  en  intégrant  cette  fonction  du  prenuer 
ordre  parles  procédés  connus,  on  arrive  à  l'intégrale  demandée. 

11  est  facile  actuellement  d'écrire  l'intégrale  de  la  fonction  différen- 
tielle donnée.  En  posant,  pour  abréger. 
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l'intégrale  sera 

-j^"^cp„{x,j,  jr',...,  j("-"  ]dx 
-+-  f,    ?2(-a^„,  fo,y,  7"'-")d.r'  +  --- 


8.   Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  prenons  la  fonction  diffé- 
rentielle 

Nous  aurons 

Y  =  2  j-  +  2  xjr'  +  j",     Y'  =  2  xjr  +  2/',     Y'"  =  jr,     Y'"  =  j", 
dY'  ,  „         dY"  ,         d'Y" 

dY'"  d'Y'  d^Y" 


àx  '  dx- 


=  o.       TTr=»- 


L'équation  de  condition  est  vérifiée,  comme  il  est  aisé  de  s'en  con- 
vaincre, et  l'intégrale  cherchée  est 

I     (2.r'  +J-'  +y   do-  -H  I     (2J"(,  j  -+-/']  dj 
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ce  qui  donne,  en  faisant  les  rédnctions, 

^  +  j^r  +  /'  3c-  +  jy'  —  f  +  C. 

y.  On  peut  encore  donner  à  /  Yàx  une  autre  forme,  analogue  à 
celle  qu'a  donnée  Poisson,  mais  dans  laquelle  les  intégrales  sont  plus 
simples.  En  effet,  puisqu'il  n'y  a  dans  l'expression  finale  qu'une  seule 
constante,  on  peut  prendre  zéro  pour  les  limites  inférieures  des  inté- 
grales dans  le  cas  où  cette  valeur  attribuée  aux  limites  ne  rend  infinie 
aucune  des  fonctions  «p, ,  (pj,  ipa,  etc.,  et  écrire,  en  renversant  l'ordre  des 
intégrations, 


ou  encore 


fyàx  =  r        9„(.r,  r,  ^V--,  j'""",  j'""")  djf"-'* 

Jo 

.-y 
+  j      <?2(^r,  j,  j\  o,  o,...,  o)dy 

4-  I     9,  {jc,j,  O,  o,...,  o)  dj  +  ij\^i  o,  o,...,  o)  d.ï-, 

IVd.r=    /  j  {x,  Q,  o,...,  o)d.r 

[ç,  (x,  «j,  o,  o,...)j  +  y2(.r,  j,  wj',  o,  o,...)f 

+  ?„  (JT,  7,...,  uf"-'^)f"-']Au. 
L'exemple  précédent  traité  de  cette  manière  donne 

=  ^  +  .ïj-^  +  jrj'  -  j'  -+-  ^y  +  c, 

ce  qui  est  identique  avec  le  résultat  obtenu  plus  haut. 


■X' 
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10.  Notre  analyse,  comme  on  peut  s'en  convaincre  avec  un  peu 
d'attention,  s'applique  encore  à  une  fonction 

/(.r,  j,  7',...,  j''",  z,  z\  ..,  z('"))da;, 
qui  proviendrait  de  la  differcntiation  totale  d'une  fonction 

<l^{jC,J,...,f'-'\  z,  z,...,  Z^"'~"). 

La  méthode  des  variations  conduit  alors  à  deux  équations  expri- 
mant les  conditions  d'intégrabilité,  et  l'on  reconnaîtra  sans  peine  que 
Yfix  peut,  dans  ce  cas,  être  mis  sous  la  forme  d'une  différentielle 
exacte  du  premier  ordre,  qui  s'intégrera  par  le  procédé  connu  ['  j 


[*]  Je  n'aime  pas  à  intervenir  par  des  notes  dans  les  travaux  de  mes  collaborateurs. 
Qu'il  me  soit  pourtant  permis  de  rappeler  au  souvenir  des  géomètres,  à  l'occasion  de 
cet  article,  un  Mémoire  de  M.  Raabe  {Journal  de  Crelle,  t.  XXXI,  p.  i8i)  et  surtout 
un  Mémoire  de  l'excellent  et  regretté  Joacliimsthal  [Journal  de  Crelle,  t.  XXXIII, 
p.  gS).  (J.  Lionvii.LE.) 
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SUR  LA  FORME 

jc'  -h  ij^  +42^  +  4^'; 

Par  m.   J     LIOUVILLE. 


1.  Etant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représente- 
rons par  a^/n,  m  étant  impair  et  l'exposant  a.  pouvant  se  réduire  i- 
zéro),  on  demande  une  règle  simple  pour  calculer  le  nombre  N  de; 
représentations  de  n  par  la  forme 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

n  =  X'  +  ij^  +  l\z-  -h  l\t^, 

où  x,  j,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  néga- 
tifs. Or  on  va  voir  que  tout  dépend  de  la  fonction  w,  [m)  dont  nous 
avons  parlé  plusieurs  fois  déjà,  en  la  définissant  au  moyen  des  fac- 
teurs conjugués  H,  (?  de  l'entier  m  =  de,  par  la  formule 

(^^{m)  =  2(~  ')    ^    '^■ 

2.  Soit  d'abord  n  impau-,  11  =  m.  Je  trouve  que  l'on  a 

N  =  au,  (m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Ainsi,  pour  m  =  i,  on  a  N  =  2  ;  et  c'est  ce  que  confirme  l'équation 

I  =  (dr  1)-  -(-  2.0-  +  4.0-  +  4-0^ 

Four  ///  =  3,  on  a  N  =  2w,  (3)  =  4-  L'équation 

3  =  (±1)=  +  2(±i)2  +4.0^  +  4.0^ 
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confirme  ce  fait.   Pour  m  =  5,  il  vient  N  =  2w,  (5)  =  8.  Or  on  a  en 
effet  huit  représentations  fournies  par  les  équations 

5  =  (±  0*  +  2.o--h4-o'-^4(±i)'- 

Enfin  pour  m  =  y,  on  a  N  =  aw,  [m)  =  i6;  et  les  deux  équations 

7  =(±i)-  +  2(±ij'  +  Zi(:i^ir  +  4.o% 

7  =  (±i)='  +  2(±i)»  +  4-o'  +  4(±î)* 

doiment,  comme  il  le  faut,  seize  représentations. 

5.  Soit  à  présent  n  pair,  n  =  i^m,  a  >  o.  Alors  on  a 

N  =  2  (2°'—  i)  w,  (/«) 
si  /«  =  8A-  ±:  I,  mais 

N  =  2  (2°''+  I)  00,  (m) 

si  wi  =  8Â:  i  3. 

Ainsi  pour  n  =  2,  il  viendra  N  =  2,  conformément  à  l'équation 

2  =  O*  +   2(  ±1  l)*   H-  4.0^   -f-  4-0% 

tandis  que  pour  «  ^  4i  on  aura  N  =  6,  comme  le  montrent  en  effet 
les  trois  équations 

4  =  (±  2)»  +  2.0*  +  4.0=  +  4-o% 

4  =  0-  +  2.0-  -4-  4  (  ±  1)*  4-  4-0", 

4  =  o-  +  2,0^  +  4-o^  -t-  4(±  i)^- 

Pour  n  =  6,  on  aura  N  =  2  (2  +  i)  w,  (3)  =  12.  Ce  fait  est  confirmé 
par  les  équations  ci-après  : 

6  =  (±:  2)^  +  2  (it  i)-  +  4.0^  +  4.o^ 
6=  o^  +  2(dz  i)- +  4(=t:  i)^  +  4.o^ 
6  =  0=  +  2  (  ±  i)^  +  4-0='  +  4  (  ±  i)'- 
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Enfin,  pour  n  —  lo,  les  équations 

10  =  0^-f-  2(±l)=  H-4(±l)=  +  4(±i)% 
.0  =  (^   2)^   ■H-2(±l)^  +  4.0-    +4(±l)S 

io  =  (±  2)=  +  a  (rt  i)=  -+-  4(±:rj^  +  4.0% 

vérifient  encore  nos  formules  qui  donnent  N  =  a  (2  +  i)  w,  (  5)  =  24- 

i.  Occupons-nous  aussi  du  nombre  M  des  représentations  propres, 
et  à  cet  effet  introduisons  !a  fonction  O,  [m]  définie,  au  moyen  de  la 
décomposition  de  m  en  facteurs  premiers, 

par  l'équation 

Pour  n  impair,  «  =  m,  on  a 

M  =  20,  (m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m.  Pour  n   impairement   pair, 
«  =  2  m,  je  trouve  au  contraire 

M  =  20,  (m) 
s\  m^=  8k  ±  i ,  mais 

M  =  60,  (m) 

s\  m  =  8k  ±.  3.  De  même  pour  n  divisible  par  4»  non  par  8,  n  =  4'", 
on  a 

M  =  40,  (/«;     ou     M  =  80,  (w), 

suivant  que  m=^  8k  ±  i  ou  =  8k  ±3.  Mais  pour  n  divisible  par  8, 
«  =:  1" m,  a  >  2,  la  formule  unique  est 

M=:3.2"~'.0,  (m). 
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SUR  LA  FORME 

.r-  4-  2j-  -h  8  z-  -\- 8 1- ; 

Par  m    J    LIOU VILLE. 


1.   On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  quel- 
conque n  (ou  a" m,  m  impair,  a  ^  o,  1,9.,...)  par  la  forme 

^a  _^_  2j2^8z^  +  8/-; 

et  c'est  encore  de  la  fonction  ',>,  (m),  employée  dans  l'article  précé- 
dent, que  tout  va  dépendre. 

Et  d'abord  pour  n  impair,  n  —  m,  on  a  évidemment  N  =  o,  quand 
m  est  de  l'une  des  deux  formes  8  A  —  i,  SA"  —  3;  mais 

N  =  2  w,  (/n) 

quand  m  est  de  la  forme  8A  -+-  1  ou  de  la  forme  8A:  +  3. 

Soit,   par  exemple,   w=  i.   On  aura  N  =  2,   conforméiuent  à   la 
double  équation 

I  =  (it  i)-  +  2.0=  -h  8.0-  +  8.0=. 
Soit  ensuite  m  =  3.  Noire  formule  donnera 

N  =  2.2  =  4- 
L'équation 

3  =  (±j)=-^2(±i)-  +  8.o^  +  8.o^ 

confirme  ce  fait. 

Soit  encore  m  =  9.  On  aura 

N  =  2.7  =  i4- 

Tome  VII  (a°  série).—  Février  1862.  9 
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Or  l'entier  9  a  en  effet  quatorze  représentations  que  fournissent   les 
équations  ci-après  : 

9  =  (±1)-  +  2.0-  -h8(±i)-  +  H.o^ 
9  =  (  ±  if  +  a.o- +  8.0=  +  8  (  ±  I  )% 
9  =  (±  ij-  +  2  (it  2)-  -I-  8.0-  +  8.0-, 
9  =  (±3)=-l-2.o^  +  8.o^  +  8.0-. 

Soit  enfin  ni  =  t'y.  Nous  aurons 

N  =  2.i8=36; 

et  c'est  ce  que  vérifient  les  équations 

17  =  3-  +  2.2-  +  8.0^  +  8.0-, 

17  =  3=  +  2.0-  -t-  8.1-  -+-  8.o% 
17=  i--t-2.o--i-8.i-  +  8.r^ 

17  =  r-  +  2.2-  +  8. 1=  +  8.0-, 

en  affectant  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutalions  convenables. 

2.  Soit  à  présent  //  pair,  n  =  i^in,  a  >  o.  Il  est  clair  que  dans  lé- 
quation 

2"w  =  .r-  -I-  ij-  -+-  8z-  -+-  8t-, 

le  premier  carré  sera  pair.  Soit  donc  jr  =  2^',  ;    en  divisant   par   9., 
nous  aurons 

2"~'ot  —  2x-^  -h y-  -+-  4z°  -+-  4^', 

ou  bien 

2"~'  m  =  J'-  +  2x7  +  4z'  +  ^t^, 

en  sorte  que  nous  serons  ramenés  à  la  forme  considérée  dans  lardcle 
précédent. 

D'après  cela,  voici  comment  le  nombre  N  des  représentations  d'un 
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entier  pair  1" m,  par  la  forme  actuelle 

se  calculera  suivant  les  cas. 

Pour  n  impairement  pair,  n  =  im,  on  aura 

N  —  20J,  [m], 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Et  pour  n  pairement  pair,  n  =  1" m,  a  >  1 ,  il  faudra  prendre 

N=  2(2°'-'-  i)oj,  [m) 

si  /n  =  8/-  ±:  I ,  mais 

N  =  2  (2""'  +  i)  oj,  [m) 
si  m  =  8A-  ±  3. 

5.  On  peut  aussi  demander  à  part   le  nombre  M  des  représenta- 
tions propres  de  l'entier  n  ou  1" m,  par  la  forme 

x^  +  2j-  +  82,^  +  8<- 

qui  nous  occupe.  Voici  les  résultats  qu'on  obtient  à  cet  égard,  au 
moyen  de  la  fonction  O,  [m),  la  même  qui  a  figuré  pour  un  usage 
analogue  dans  l'article  précédent. 

Pour  n  impair,   n  =  m,   on  a  M  ^  o,   si  m  est  de  l'une  des  deux 
formes  8A  —  I,  SA- — 3;  mais 

M  =^2  0,  (m), 

si  m  est  de  la  forme  8A -f-  i  ou  de  la  forme  8A  +  3. 
Pour  n  impairement  pair,  n  =:  2//J,  on  a 

M  =  2O,  [m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 
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Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  4'"»  on  a 

M  =0 

si  /H  =  8A-  -+-  I,  mais 

M=40,(/«) 

si  /H  =  8it  +  3,  ou  bien 

M  =  60,  (m) 
si  /n  =  SA  —  3,  enfin 

M=  20,(m) 
si  ra  =  SA'  —  1 . 

Pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  «  =  8/«,  il  vient 

M  =  40,  (m) 
si  7H  ==  8À"  ±  I,  mais 

M  =  80,  (^?h) 
si  m  =  8<f  ±  3. 

Enfin  pour  n  divisible  par  16,  n  =  i.'^m^  %  >  3,  on  a  généralement 

M  =  3.2"-'0,  (»i). 
quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 
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SUR  LA  FORME 
jc-  +  8^-  +  i6z-  -H  i6t^; 
Par  m.  J    LIOLYILLE. 


I.  Étant  donné  un  entier  «  pair  ou  impair  (que  nous  représente- 
rons par  2°"/»  {m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à 
zéro),  on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  pai  la 
forme 

.r-  +  8/-  -h  i6z'-  +  i6<-, 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

n  =  x'-  -i-  8j'-  +  i6z''  +  i6<-, 

où  a:,  j-,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  né- 
gatifs. 

Le  cas  de  n  impair,  n  =  m,  est  le  plus  intéressant.  Pour  les 
nombres  de  l'une  des  trois  formes  8A:  -4-  3,  8A'  —  3,  8A'  —  i ,  ou  a  évi- 
demment N  =  o.  Mais  le  cas  de 

ji  =  m  =  8/:  -f-  I 

est  très-curieux.  11  faut  considérer  d'une  part  la  fonction  numérique 
w,  [m)  définie,  au  moyen  des  facteurs  conjugués  f/,  ù  de  l'entier 
m  ^=  dâ,  par  l'équation 

et  d'autre  part  la  somme 
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relative  aux  entiers  r  impairs  et  positifs  qui  peuvent  figurer  daus  l'é- 
quation 

Wi  =  r^  +  2  M", 

où  l'entier  u  (qui  sera  pair  ici,  puisque  m  ^  8k  -+-  i)  doit  être  pris, 
quand  il  n'est  pas  nul,  avec  le  double  signe  ih.  Cela  posé,  on  a 

r —  I 

Soit,  par  exemple,  /«  =  i  =  r^  -i-  2.0- ;  par  suite 

oi,(m)  =  i,      2(— 0    '     /■=:  I. 

Notre  formule  donnera 

N  =  2, 
ce  que  confirme  l'équation 

I  =  (±  if  -t-  8.0'  4-  16.0-  +  i6.o-^ 

qui  fournit  en  effet  deux  représentations. 

Soit,  en  second  lieu,  m  =  9.  On  a  co  (9)  ==  7.  De  plus  les  équations 

9  =  3-  +  2.0-,      9  =  1'- -f- 2  (i:  2)* 

donnent  trois  valeurs  de  r,  l'une  égale  à  3,  les  deux  autres  égales  à  i . 
Donc 

N  =  7-3-f-2=6. 

Or  le  nombre  9  a  en  effet  six  représentations  contenues  dans  les  équa- 
tions 

9  =  (rh  3/  +  8.0-  +  16.0-  +  16.0-, 

9=  (±1)''  +  8(ihi)-  -+-  16.0=  +  16. o^ 
Soit  encore  »2  =:  17  =  3"  +  2  (  ih  2)-.  Alors 
N=i8-  2.3  =  12  : 
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cette  valeur  de  N  s'accorde  avec  les  équations 

17  =  (it  1)-  +  8.0^  -^  i6(±  i)-^  -+-  16. o% 
17  =  (±3)=+  a  (zh  2)  H-  16.0-  +  16. o% 

dans  la  première  desquelles  on  peut  permuter  les  deux  derniers  ternies. 
Soit  enfin  m  =  iB  =  5^  4-  2.0".  11  viendra 

N  =  21  +  5  =  26. 
Or  cette  valeur  de  N  est  vérifiée  par  les  trois  équations 

25  =  5-  +  8.0-  -+-  16.0'-  -f-  16.0^, 
25  =  i-  +  8.1-  +  16.1=  -i-  16.0^, 
25  =  3-  +  8.o'-  -h  16.  r-  -h  16.0'-, 

en  y  affectant  du  double  signe  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 

2.   Soit  à  présent  n  pair,  n  =  2"  m,  a  >  o.  Il  est  clair  que  dans  l'é- 
quation 

2°'/n  =  X-  -+-  8y^  +  i6z-  -+-  16^% 

le  premier  carré  devra  être  pair,  partant  divisible  par  /j.  Si  donc  on  a 
a  =  I,  «  =  2  m,  l'équation  sera  impossible,  de  sorte  qu'alors 

N  =  0. 

Mais  si  «  est  pairement  pair,  a  >  i,  alors  en  posant  x  =  2.1!  ,  et  divi- 
sant par  4>  on  trouvera 

2"^" /«  =  j:^  +  2j^  +  4  z-^ -I- 4<'% 

ce  qui  nous  ramène  à  une  forme  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 
ce  cahier  même. 

Il  en   résulte  pour  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  ii 
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});iiiemeiif  pair,  par  la  forme  actuelle 

Jes  l'ésiilfats  suivants  : 

i"  Soit  n  divisible  par  4,  non  par  8,  «  =  4'"-  Alors 

N  =  2W,  (/h), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m.  Ainsi  l'entier  4  a  deux  représen- 
tations fournies  par  l'équation 

4  =  (±  2)  +  8.o=  +  i6.o=  4-  i6.o% 

et  l'entier  12  en  a  quatre  contenues  dans  la  formule 

12  =  (±2)^  +  8(±i)^  +  16.0^  +  i6.o^ 

2°.  Soil  «  divisible  par  8,  n  =  2"//?,  «  >  2.  On  aura 

N  =  2  [i'''~'  —  i)  w,  (m) 

si  m  =:  8Â:  it  I,  mais 

N  =  2  (2"""  -t-  i)  w,  (m) 
si  m  =  8A:  zb  3. 

Ainsi  l'entier  8  a  deux  représentations  fournies  par  la  formule 

8  =  0-  +  8  (±:  i)'  4-  16.0-  +  16.0=  ; 

et  l'entier  24  en  a  douze,  contenues  dans  les  équations  que  voici  : 

24  =  0-  +  8(±i)'  +  i6(±i)-  -f-  16. o% 
24  =  0=*  +  8  (±1)"-  +  16.0^  +  16  (±  i)% 
24  =  (it  4)=  +  8(±i)2-t-  16.0=  +  i6.o^ 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


SCR  LA  FORME 
Par  m.  J    LIOL VILLE. 


1.  Étaut  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représente- 
rons par  2'm,  m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à 
zéro),  on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la 
forme 

x^  -f-  4j"  -+-  4^'  +  i6t% 

c'est-à-ilire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  iiuléternnnée 

n  =  x-^  H-  4j^  M-  4-'  -+-  '6«^, 

où  jc.  j,  -,  t  sont  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Il  est  bien  clair  que  l'on  aura  N  =  o  si  l'entier  n  est  impau-  et  de 
la  forme  4^  +  3.  On  aura  aussi  N  =  o  si  m  est  le  double  d'un  entier 
impair  quelconque.  Mais  dans  tous  les  antres  cas  on  aura  N  >  o;  et 
la  valeur  de  N  dépendra  surtout  de  la  fonction  numérique  Ç,  {m],  qui 
exprime  la  somme  des  diviseurs  de  rn  :  on  pourra  en  outre  avoir  à 
calculer  la  somme 

des  entiers  positifs  (  figurant  dans  l'équation 

m  =  P  -h  4^% 
où  l'entier  s  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif. 

Tome  VII  fa"  6érie^  —  Mars  i86î.  ÏO 
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•i.   Soit  d'abord  n  impair,  n  =  m  =  4/  +  i .  On  aura 

Ainsi,  pour  m  =  i  =  i-  +  4-0")  o"  au''^ 

i  — I 

donc 

N  =  2, 

ce  qui  est  confirmé  par  l'équation  double 

I  =  (±ii)=  -t-4-o^  +  4-o^  -t- 16.0-. 

Pour  m  =  5  =  i^  +  4  (±  0'»  <5"  a 

Ç,  (m)=6,      ]^(-i)  '    /=  2, 

donc 

N  =8. 

Les  équations 

5  =  (+  i)^  +  4(±  0'  +  4-o'  +  l6.o^ 
5  =  (d2  i)*  +  4.0^  +  4(±  1)-  +  16.0- 

confirment  ce  fait. 

Soit  encore  m  =  9  =  3'  +  4o-;  il  viendra 

i  —  I 

donc 

N  =  io; 

et  on  a  en  effet  pour  l'entier  9  dix  représentations  fournies  par  les 
équations 

9  =  (±3)'  +  4-0*  4-  4-0"  +  16.0-, 

9  =  (i:  1)^ -+-4(±  ij=  +  4(:t  i)^ -M6.o^ 
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Pour  ?72  =  i3  =  3^  +  4  (—  0%  on  ''' 

d'où 

N=:8; 

et  i3  n'a  réellement  que  les  huit  représentations  indiquées  par 

i3  =  (±3)=  +  /,(iti)^  +  4-o'  +  i6.o% 

i3  =  (±  3)=  +  4.0=' +  4 (±  i)=  4- 16.0=. 

Soit  enfin  /zî  =  17  =  i-  +  4  (=t-  2)'-.  Ayant 

on  en  conclura 

N  =  20. 

Or  on  trouve  pour  l'entier  17  vingt  représentations  ainsi  qu'il  suit  : 

17  =(±  1)-  +  4-0-  +  4-0-  +  i6(±:  i)% 
17  =  (±;  I)-  +  4  (±2)-  +4.0='  -+■  16. o% 
17  =  (±  i)2  +  4.0=  +  4(±  2)-  +  16. o^ 
i7  =  (±3?  +  4(±i)=  +  4(±if +  I6.o^ 

5.  Soit  à  présent  n  pairement  pair,  n  =  2"  m,  a  >  x .  Il  est  clan- que 
dans  l'équation 

■i" m  =  .r^  +  4j-  -f-  4z^  +  i6f-, 

on   doit  avoir  en   nombres  entiers  x  =  2.t,.  En   divisant  par   4i   •' 
viendra  donc 

2"-"'w=  x?  +  j''  +  Z^  +  4^% 

ce  qui  nous  ramène  à  une  équation  dont  nous  nous  sommes  occupés 
(cahier  de  décembre  1861).  On  est  ainsi  conduit,  pour  le  nombre  des 

10.. 
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représentalions  de  l'entier  pairement  pair  {n  ou  2°'/«)  par  la  forme 
actuelle 

aux  conclusions  suivantes  : 

1°  Pour  H  divisible  par  4>  non  par  8,  n  =  4'"»  on  a 

N  =  6Ç,(m) 
si  ;«  =  4/  -t"  •  »  mais 

si  m  =  4/  -f-  3. 

2"  Pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  n  =  8/w,  on  a 

N=:12Ç.(/n), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

3"  Pour  71  divisible  par  16,  non  par  32,  n  =  \6m,  on  a  de  même 
une  formule  unique 

N=8C.(/«). 

4"  Enfin  pour  n  divisible  par  32  avec  quotient  pair  ou  impair, 
n  =  2"'in,  a'>  [\,  on  a  constamment 

N  =  24Ç,  ('«), 

quelque  grand  que  puisse  devenir  l'exposant  a  et  quelle  que  soit  la 
forme  linéaire  de  m. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  la  recherche  des  solutions  projjres,  m'en  ré- 
férant sur  ce  point  à  la  méthode  générale  qui  s'offre  d'elle-même. 


PURES  ET  APPLIQUEES. 


SUR  LA  FORME 

x^  -h  i6  (j--  -h  z-  -h  t^)  • 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1 .  Étant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représenterons 
par  a'^m,  m  étant  impair  et  l'exposant  a.  pouvant  se  réduire  à  zéro), 
on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

x^  -f-i6(j^  -h  z-  +  t-), 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

«  =  X-  +  1 6  (j--  -h  z^  -h  t^), 

où  X,  J,  z  sont  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Il  est  bien  clair  que  l'on  aura  IN  =  o  si  «  est  impair  et  de  la  forme 
4/-f-3  ou  8 A' +  5  :  on  aura  aussi  N  =  o  si  72  est  impairement  pair 
ou  le  produit  de  8  par  un  entier  impair,  et  encore  si  «  =  4(4^-1-3). 
Mais  dans  tous  les  autres  cas  la  valeur  de  N  sera  >  o  et  se  calculer,! 
comme  on  va  l'expliquer. 

2.  Soit  d'abord  n  impair,  «  =  ;n  =  8A  +  i  ■  On  formera  en  premier 
lieu  la  somme  Ç,  [m]  des  diviseurs  de  m;  puis  posant  l'équation 

m  =  /-  +  l\s-, 

ou  i  désigne  un  entier  impair  positif,  tandis  que  l'entier  s  (qui  est  pair 
à  cause  de  m  =  8A  +  i)  doit  être  pris,  quand  il  n'est  pas  nul,  avec  le 
double  signe  ±,  on  cherchera  cette  seconde  somme 

l(-0~/, 
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relative  à  toutes  les  valeurs  de  /.  Cela  posé,  on  aura 


N  =  i[ç.(m)-^3  2(-.)  '   i\. 


La  somme 


pouvant  être  négative,  on  peut  se  demander  si  la  valeur  de  N  que  je 
viens  d'écrire  donne  toujours  IN  >o.  Mais  un  raisonnement  très-simple 
levé  cette  difficulté;  car  la  somme 


ne  peut  avou-  une  valeur  différente  de  zéro  qu'autant  que  I  on  a  au 
moins  une  équation  de  la  forme 

m  =  P  -(-  4-^^, 
ou  plutôt  de  la  forme 

;?t  =  /  ^  -(-  1 6  i^- , 

puisque  s  doit  être  pair  à  cause  de  m  =  8A  -j-  i .  Or  une  telle  équation 
entraîne  celle-ci  : 

»i  =  (±:  /)-  -t-  16(1^-  +  o-  +  o^) 

qui,  si  i'  =:  o,  donne  deux  représentations  du  genre  de  celles  qui  nous 
occupent,  et  qui  en  donnerait  douze  (en  affectant  v  du  double  signe 
et  permutant)  si  v   n'est  pas  zéro.   On   a   donc   toujours  au  moins 

N=2. 

Ce  mode  de  raisonnement  (que  nous  aurons  souvent  a  employer 
dans  le  cours  de  nos  recherches)  mérite  d'être  remarqué.  Nous  au- 
rions pu  en  faire  usage  à  l'occasion  d'une  question  analogue  dans  le 
cahier  de  novembre  1861;  mais  le  procédé  dont  nous  nous  sommes 
servis  alors  a  aussi  ses  avantages. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 
r».   Appliquons  la  formule 


N  =  ^[ç.(,;0  +  32(-.)  ^   /J 


à  quelques  entiers  impairs  8A  +  i . 
Soit  d'abord  m  =  i  =  i^  -i-  4o°,  d'où 

N  =  -i(i-t-3)=2. 

Cette  valeur  de  N  s'accorde  avec  la  double  équation 
i  =  (=fci)'  +  i6(o^  +  o='  +  o^). 
Soit  ensuite  /n  =  9  =  3^  -t-  /j-o^.  Ayant  cette  fois 

?,('«)=  i3,     V(_  !)",■  =  _  3, 
on  en  conclura 

et  en  effet  9  a  deux  représentations  contenues  dans  l'équation 

9  =  (i:3)^  +  i6(o^4-o-  +  o^). 
Soit  encore  m  =  17  =  i^  +  4(=t  2)-.  Il  viendra 

Ç.(m)  =  i8,      J^[~i~i  =  2, 
parlant 

N  =  -(i84-6)  =12. 

Or  17  a  en  effet  douze  représentations  que  l'équation 

17  ={±i)= -I- i6[(±:i)--t-o' +  o'j 

fournit  en  effectuant  sous  la  parenthèse  les  permutations  convenables. 
Soit  enfin  m  =  2  5,  ce  qui  donne  lieu  aux  équations 

m  =  5= +  4.0%     771=  3^ +  4  (±2)=. 
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Il  viendra 

Ç.(m)  =  3i,      ;^(-i)~/=-i, 
parlant 

N  =  J(3i-3)=  14- 

Or  25  a  en  effet  i4  représentations  provenant  des  décompositions 

25  =  5-  +  i6(o'  +  o=  +  o-),       25  =  3^+  i6(r--ho-^  +  o^), 

où  l'on  donnera  le  double  signe  aux  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  où  l'on  opérera  les  permutations  voulues. 

i.  Soit  à  présent  n  pairement  pair,  n  =  2" m,  a.>  i.  Dans  l'équation 

2"^  =  x*  +  '6(j^  -f-  z-  +  ^-), 

l'entier  x  devra  être  pair.  Faisant  donc  .r  =  a.r,  et  divisant  par  4,  on 
sera  amené  à  l'équation 

que  nous  avons  déjà  disculée  (dans  le  cahier  de  décembre  1861).  Il 
en  résultera  pour  notre  recherche  actuelle  les  conclusions  suivantes: 
i"  Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  l\m,  on  a  (comme  je  l'ai 
déjà  dit  )  N  =  0  si  /«  =  4  /  +  3  ;  mais 

N  =  2Ç,(m) 

SI  IH  =  /ll-{-   I  . 

2'*  Pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  n  =^  8  m,  on  a  constamment 
N  :=  o  :  j'en  ai  déjà  averti. 

3"  Pour  n  divisible  par  16,  non  par  32,  w  =  i6m,  on  a 

N  =  8Ç,(/«), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

4°  Enfin  pour  n  divisible  par  32,  n  =  2" m,  ».>•  4,  on  a  toujours 

N  =  24Ç,  (m), 

quelque  grand  que  a  puisse  devenir. 
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NOUVELLE  THEORIE 


FONCTIONS  DE  VARIABLES  IMAGINAIRES; 


Par  m.  Maximilien  MARIE, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


QUATRIÈME  PARTIE. 


DES    ANGLES    IMAGINAIRES    ET    DE    LA    COURBURE     DES    COURBES 
ET    SURFACES    IMAGINAIRES. 

(Suite.) 


CHAPITRE  X. 

Des  angles  imaginaires  au  centre  du  cercle  réel  et  des  triangles 
imaginaires  définis  par  des  données  réelles. 

147.  Construction  d  un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle,  dont  on 
donne  les  lignes  trigonométriques .  —  L'intégrale 


f 


dx  \Ja^  —  x^ 


représente  l'aire  du  demi-segment  intercepté  clans  le  cercle  j'*+jc*=a' 
par  les  ordonnées  menées  à  des  distances  Xq  et  x  du  centre;  la  même 
aire  est  aussi  représentée  par 

-  a-'  I  arc  cos arc  cos  -    H —  va  —  -f v«  —  J^n» 

2\  a  a)         1^  2'  * 

Tome  Vil  (2'  série).  —  Mars  1862.  '  I 
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de  sorte  que 

I     (l.v \ja'  —  X-  —  -a"  f arc  cos -  —  arc  cos -  )  +  -  s/a'^—x^  —  ^  v «^ — J"' 

Si  l'aire  mesurée  est  limitée  à  droite  par  la  tangente  x  —  a,  légalité 
précédente  devient 

1     dx\la}  —  x*  =  —  arc  cos  —  —  —  \ia}  —  x\ 

J  2  rt  2 

ou  bien 

I     ^x v/fl^  —  jc^  =  —  —  arc  cos  -  +  -  \/«-  —  ,t* . 

Ja  '■  0  2 

Si  X  devient  plus  grand  que  n,  cette  égalité  peut  s'écrire 

/—il     cixJx^  —  a"^  =: arc  cos  -  +  -  v/—  i  \x^  —  tr 

Ja  '  1  a  1 


V 
ou  bien 


I     dxJx-  —  a^  =  — ï arc  cos  -  H — \'x^  —  a'- 

Mais  /      «-/a-  sjx^  —  rt*  représente  l'aire  du   demi-segment  intercepté 
dans  l'hyperbole  équilatère 


J" 


JT    —  —  rî* 


entre  le  sommet  de  cette  courbe  et  l'ordonnée  menée  à  la  distance  x 
du  centre  ;  l'aire  de  ce  segment  est  donc 

«V — I  x    ,     X    I — z ~i 

— ï arc  cos  -  -{ —  \Jx^  —  a  ; 

d'un  autre  côté,  l'aire  du  triangle  compris  entre  l'axe  des  x,  l'ordon- 
née de  l'hyperbole  menée  à  la  distance  x  de  l'origine  et  le  rayon  mené 
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du  centre  au  point  [a-,  ^]  de  la  courbe  est 


y  ,r    —  n' 


par  conséquent  le  secteur  hyperbolique,  compris  entre  les  rayons 
dirigés  au  sommet  et  au  point  [ji\j],  étant  la  différence  du  triangle  et 
du  segment,  son  aire  sera 


— arc  cos  — 


En  désignant  donc  par  ^  le  rapport  de  l'aire  de  ce  secteur  à  celle  du 
carré  construit  sur  le  rayon  a  comme  diagonale,  on  pourra  écrire 

_  zJl :  arc  cos  -  =  —  i}<, 


arc  cos  -  =;  à\J  —  i  • 

a  ' 

Ainsi  la  valeur  absolue  de  l'angle  imaginaire,  sans  partie  réelle,  dont 
le  cosinus  est  une  quantité  réelle -i  plus  grande  que  i,  est  le  rapport 

à  —ou  au  carré  construit  sur  a  comme  diagonale,  du  secteur  intercepté 
dans  rh\perbole  équilatére 

j"^  —  jf-  =  —  a-, 

entre  l'axe  transverse,  la  courbe  et  le  rayon  mené  au  point  dont  l'ab- 
scisse est  X. 

Lorsque  a  et  j:  varieront  proportionnellement,  le  rapport  des  aires 

du  secteur  hyperbolique  et  du  carré  —  restera  constant,  en  sorte  que 

l'angle  imaginaire  <i^  y  —  i  ne  variera  pas;  d'ailleurs,  xet^  se  trouvant 
multipliés  par  un  même  nombre,  l'angle  réel  formé,  avec  l'axe  trans- 
verse, par  le  rayon  de  l'hyperbole,  mené  au  point  [a",  j\  conservera 

II., 


84  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

aussi  la  même  ouverture.  L'angle  réel  et  l'angle  imaginaire  dépendant 

donc  l'un  de  l'autre,  ils  pourront  être  figurés  l'un  par  l'autre. 

1  48.  Pour  résumer  ce  qui  précède,  et  le  compléter  de  manière  à  dé- 
finir à  la  fois  les  six  lignes  trigonornétriques  d'un  angle  formé  d'une 
seule  partie  réelle  ou  imaginaire,  c'est-à-dire  ayant  l'une  ou  l'autre 
des  formes  (p  ou^\/ —  i,  nous  dirons  : 

Si  dans  l'équation 

j^  -h  JC^  =  I 

on  donne  à  ,r  une  valeur  réelle  quelconque  et  qu'on  prenne  la  valeur 
correspondante  de  j",  réelle  ou  imaginaire,  x  et  j'  seront  le  cosinus  et 
le  sinus  de  l'angle  réel,  ou  imaginaire  sans  partie  réelle,  dont  la  valeur 
absolue  serait  le  double  de  la  mesure  du  secteur  circulaire  ou  hyper- 
bolique intercepté  entre  l'axe  des  .r  et  le  rayon  mené  au  point  [.r,  jr]; 

-sera  la  tangente  de  cet  angle ,  -  en  sera  la  cotangente,  -  la  sécante  et 

-  la  cosécante. 

7 

Le  cosinus  et  la  sécante  d'un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle 
seront  réels;  le  sinus,  la  tangente,  la  cotangente  et  la  cosécante  seront 
imaginaires,  mais  n'auront  pas  de  parties  réelles  [*]. 

1  49.  Construction  d'un  angle  en  partie  re'el,  en  partie  imaginaire, 
dont  les  lignes  trigonornétriques  sont  données.  —  Si  dans  l'équation 

j'  +  .r-  =  I 

on  attribue  à  x  une  valeur  imaginaire  a  +  ]3  \j  —  i,  et  qu'on  tire  la 
valeur  correspondante  dey,  a' +  j3C  y/ — i,a  +  /3v/—  i  eta'-t-jSCy — i 
seront  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  angle  en  partie  réel,  eu  partie  ima- 
ginaire, y -+- (|;  y' —  I  :  les  deux  parties  ip  et  ij;  de  cet  angle  s'obtiendront 
aisément  par  la  règle  suivante. 


[*]  Tous  les  faits  que  nous  venons  de  rapporter  étaient  connus  depuis  la  fin  du  der- 
nier siècle.  Riais  la  découverte  en  était  restée  stérile,  jusqu'ici,  parce  qu'elle  avait  été  en- 
tièrement fortuite. 
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Le  point  [x,  j]  appartenant  à  la  conjuguée  C  du  cercle,  si  Ton 
joint  le  centre  à  ce  point,  an  point  où  la  conjuguée  C  touche  la  courbe 
réelle,  enfin  à  l'origine  de  tous  les  angles,  c'est-à-dire  à  l'extiémité 
droite  du  diamètre  du  cercle  couché  sur  l'axe  des  jc,  les  trois  rayons 
ainsi  menés  intercepteront  un  secteur  circulaire  et  un  secteur  hyperbo- 
lique :  f  sera  le  double  de  la  mesure  du  secteur  circulaire  et  (|<  le  double 
de  la  mesure  du  secteur  hyperbolique. 

En  effet,  si  l'on  fait  tourner  les  axes  de  l'angle  dont  la   tangente 

est  —  -,  de  manière  à  amener  l'axe  des  .x  en  coïncidence  avec  le  rayon 

mené  au  point  de  contact  de  la  circonférence  et  de  la  branche  de  la 
conjuguée  C,  sur  laquelle  se  trouve  le  point  [.a^,  7"],  la  nouvelle 
abscisse  x'  du  même  point  [x,  j]  sera  réelle  et  son  ordonnée  j'  ima- 
ginaire sans  partie  réelle;  l'angle  du  rayon  mené  au  point  [jc\  y]  avec 
le  nouvel  axe  des  x  sera  donc  imaginaire  sans  partie  réelle;  d'un  autre 
coté,  sa  valeur  algébrique  sera 


y -H  (fV—  I  —  ai'C  tangf- 


l'angie  f  ne  différait  donc  pas  de  arc  tangl  —  ^\->  c'est-à-dire  que  sa 
mesure  était  bien  le  double  de  la  mesure  du  secteur  circulaire. 

Quant  à  'j'v'—  ■>  sa  tangente—,  étant  aussi  celle  du  double  du  sec- 
teur hyperbolique,  le  double  de  ce  secteur  et  l'angle  t]/  ne  feront  donc 
qu'un. 

On  pomrait  donner  de  ce  théorème  la  démonstration  suivante  qui, 
sans  rien  ajouter  à  l'évidence  des  faits,  présente  cependant  une  analogie 
assez  remarquable  avec  la  démonstration  la  plus  usuelle  des  théorèmes 
relatifs  à  l'addition  des  arcs  réels^  pour  mériter  d'être  consignée. 

Soient  M  {fg-  lo)  un  point  quelconque  d'une  conjuguée  TNT'  du 
cercle  OA,  dont  le  rayon  sera  pris  pour  unité,  N  le  point  de  contact  des 
deux  courbes,  '^  le  double  de  l'aire  du  secteur  circulaire  AON,  <^  le 
double  de  l'aire  du  secteur  hyperbolique  NOM,  enfin  x  etj  les  coor- 
données imaginaires  du  point  M  :  on  sait  que  les  parties  réelles  de  x  et 
de  >  seront  les  coordonnées  du  milieu  Q  de  la  corde  réelle  de  la  conju- 
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guée,  menée  par  le  point  M,  c'est-à-dire  OS  et  SQ,  et  que  leurs  parties 

imaeinaires  seront  les  différences  des  coordonnées  des  points  Q  et  M, 


et 


c'est-à-dire  —  QI  et  IM,  de  sorte  que 

X  =  OS  -  QI  V -"i 

j  —  SQ+lMv'^^. 
Cela  posé,  comme 

NP  =  sin  (j5,    OP  =  cos Ç5,      MQ  y  —  i  =  sin  i|*  v  —  • 

OQ  =  cos  iji  V  —  I . 


■nfin 


les   triangles  semblables  OQS  et  ONP  d'une   part,  OQS  et  MQI   de 
l'autre  donneront 


OS  =  cosç)  cos(^j>  V'  —  l);      QI ' 


sin  o  sin  (ij/  y— •) 


QS  =  sinœ  cos(d/v  —  i),     IM  =  — ^      ^^ ■', 

V  -  I 


don 


,r  =  cosip  cos  {tlfi  v'  —  i^  —  sin  o  sin  (tj^  V  —  i  )  =  cos  (œ  +  d»  y'  ~  i  ' 
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et 

Y  —  %\\\(f  cos((];  v'—  ')  +  f'os'p  sin(4/ v'  —  1)  =  sin  (9  +  1}  y' —  O- 

La  règlo  à  suivre  pour  construire  l'angle  imaginaire  dont  on  donne 
le  sinus  on  le  cosinus,  ou  toute  autre  ligne  trigonométrique,  se  déduit 
immédiatement  de  ce  qu'on  vient  d«  voir. 

Ija  droite  qui  va  du  centre  au  point  dont  les  coordonnées  sont  les 
parties  réelles  du  sinus  et  du  cosinus  donnés,  fait  avec  le  diamètre  ori- 
gine un  angle  égal  à  la  partie  réelle  de  l'angle  cherché,  et  le  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  la  circonférence  est  le  sommet  de  l'arc  d'hy- 
|)erhole  qui  doit  servir  de  base  au  secteur  dont  l'aire  doublée  sera  la 
partie  imaginaire  de  l'angle  cherché;  enfin  les  parties  imaginaires  du 
sinus  et  du  cosinus  donnés,  ajoutées  aux  parties  réelles  des  mêmes 
lignes,  fourniront  les  coordonnées  de  la  seconde  extrémité  de  l'arc 
hyperbolique  en  question. 

La  partie  imaginaire  i];  y/  —  i  de  l'angle  ç  -l-  iL  y  —  '  se  compte  comme 
la  partie  réelle  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite,  selon  qu  elle 
est  positive  ou  négative.  De  sorte  que  les  deux  angles  ip  -t-  ij<  y  —  i  et 
ç)  —  (];  y  —  I  sont  les  inclinaisons,  sur  l'axe  des  x,  des  rayons  menés 
aux  extrémités  d'une  même  corde  réelle  de  la  conjuguée  dont  l'axe 
transverse  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  réel  ^,  ou  dont  la  caractéris- 
tique est 

^  tang  <p 

On  retrouve  aisément  sur  la  figure  les  formules  analytiques  des  an- 
gles qui  correspondent  à  une  ligne  trigonométrique  donnée.  Ainsi  à 
un  sinus  }  correspondent,  en  vertu  de  l'équation 


Ae\\\  cosinus  x  égaux  et  de  signes  contraires  ;  or  la  partie  réelle  de  x 
changeant  de  signe,  l'angle  9,  d'après  la  règle  énoncée,  se  change  en 
7î  —  9;  d'un  autre  côté,  la  partie  imaginaire  de  x  changeant  de  signe 
en  même  temps  que  la  partie  réelle,  '^  y'  —  1  se  trouve  changé  en 
—  (j/  y/  —  I ,  de  sorte  que  langle  devient 

-  —  'f  -  ' W  —  ' 
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ou 


n  —  {(p  +  4;  v'—  O- 


Ainsi  tous  les  angles  qui  répondent  à  un  même  siiuis  sont  donnés  par 
les  formules 

aKrr  -t-  (y  +  (|^  \/ —  i) 
et 

(aK  +  1)71- (a  + (J^V^^). 

Le  mode  de  représentation  que  nous  proposons  pour  les  angles 
imaginaires  est  donc  aussi  fidèle  que  propre  à  faire  image. 
La  formule 


;(tv^  =  v/^ 


+  COs(^|(  V^—  I  ) 


fournit  une  construction  simple  de  la  bissectrice  du  secteur  hyperbo- 
lique. De  même  la  formule  qui  donne  cos(wij>\/—  i)  en  fonction  de 
cos(tj;v'  —  i)  pourrait  élre  employée  à  la  répétition  d'un  secteur  hy- 
perbolique. Mais  il  est  important  d'observer  que,  bien  que  dans  l'ad- 
dition des  angles  imaginaires  les  secteurs  imaginaires  se  comptent  les 
uns  à  la  suite  des  autres,  cependant  le  secteur  hyperbolique  propre  à 
figurer  un  angle  imaginaire  i\i\J  —  i,  considéré  isolément,  ne  peut  ja- 
mais être  compté  à  partir  d'un  rayon  incliné  sur  l'axe  transverse  de 
l'hyperbole  à  laquelle  ce  secteur  doit  appartenir;  l'origine  de  l'arc 
d'hyperbole  qui  correspond  à  un  angle  imaginaire  isolé  est  toujours 
l'un  des  sommels  de  cette  hyperbole. 

La  tangente  d'un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle  ne  peut  croître 
que  de  — y  —  i  à  +v  —  i,  lorsque  l'angle  lui-même  croît  de 
—  o;  y/  —  I   à  +00  y'  —  I.  Linclinaison  réelle  qui  correspond  à  un 

angle  imaginaire  ±.  x  \J —  i  n'est  que  de  ±:  -^  ou  it  45°- 

L'inclinaison  réelle /jl  correspondante  à  un  angle  imaginaire  |  y  ~"  ' 
serait  fournie  par  l'équation 

tang  (<]/  V"^)  =  V^^  tang^, 
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qui  donne  


d'où  l'on  tirerait  facilement  /x  en  fonction  de  <];. 

xMais  le  but  que  nous  nous  proposons  est  de  faire  intervenir  directe- 
ment l'angle  imaginaire  dans  la  solution  de  toutes  les  questions  qui  en 
exigent  l'emploi,  sans  retourner  jamais  à  l'angle  réel  correspondant. 

150.  Des  triangles  imaginaires  en  général.  —  La  manière  la  plus 
convenable,  parce  qu'elle  est  la  plus  générale,  de  définir  un  triangle 
quelconque,  réel  ou  imaginaire,  est  de  donner  les  coordonnées  de  ses 
trois  sommets. 

[a',  j'J,  [jc",j"],  [jc'",  y]  désignant  les  coordonnées  des  trois  som- 
mets d'un  triangle  rapporté  à  des  axes  quelconques,  faisant  entre  eux 
un  angle  S,  les  mesures  des  côtés  de  ce  triangle  seront  pour  nous,  par 
définition, 

\/  (jf'  —  a.-")-  +  (  jr'  —j"f  +  2  (  jr'  ~  x")  {}■'  —j")  cos5 , 


et 


v' (x'  —  x"'Y  +  ( j'  —f")-  +  i{x'  —  x'" )  [f  —j"')cosO 
V  (x"  -  x"'Y  -+-  {f  -f")-  +  2  [x"  -  x'"){j"-f")cos6  ; 


les  angles  de  ce  triangle  pourront  être  fournis,  par  exemple,  par  les 
formules 

a-  =  b'^  +  c-  —  2Z<<:cosA, 

b'^  ^  a"  +  c^  —  lac  cosB, 

c^  =  rt^  +  è^  —  2ab  cosC, 

qu'on  pourrait  remplacer,  en  tout  ou  en  partie,  et  à  volonté,  par 

a  b      c 

sinA  ~~  sin  B         sin  C 

ou  toutes  autres  formules  qui  s'en  déduiraient. 
La  surface  sera 


sjp[f>--a)[p-b){p-c); 

'l'orne  VII  (2^  série).  —  Mars  18G2. 
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et  de  même,  tous  autres  éléments  constitutifs  du  triangle,  tels  que 
hauteurs,  bissectrices,  médianes,  etc.,  seront  fournis  par  les  mêmes 
équations  qui  les  donneraient  dans  un  triangle  réel- 
La  question  ne  consistera  donc  pas  dans  la  détermination  des  élé- 
ments inconnus  d'un  triangle  suffisamment  défini,  ou  dans  la  résolu- 
tion analytique  de  ce  triangle,  puisqu'elle  se  bornerait  dès  lors  à  la 
répétition  de  calculs  déjà  faits  dans  l'hypothèse  de  triangles  réels  :  elle 
sera  de  donner  à  chacune  des  équations  qui  devraient  entrer  dans  le 
calcul  un  sens  précis  et  inlelligible,  qui  fournisse  l'expression  de  la  con- 
dition graphique,  correspondante,  à  laquelle  devraient  satisfaire  les  in- 
connues; de  manière  qu'il  suffise  ensuite  de  rapprocher  les  trois  condi- 
tions propres  à  chaque  groupe  de  données  pour  en  déduire  la  règle  à 
suivre  dans  la  construction  effective  du  triangle  inconnu. 

loi.  Mais  la  question  même  supposant  la  démonstration  préalable 
de  l'identité  permanente  du  triangle  et  de  ses  éléments,  nous  devons 
d'abord  établir  cette  identité. 

Or,  en  premier  heu,  si  les  axes  viennent  à  changer  d'une  manière 
quelcoucjue,  les  coordonnées  nouvelles  des  trois  sommets  du  triangle, 
tirées  des  formules  vulgaires  de  transformation,  fourniront  toujours, 
on  le  sait,  les  trois  mêmes  points  du  plan;  ce  qui  suffit  pour  établir 
l'identité  graphique  du  triangle  imaginaire,  aussi  bien  que  réel. 

D'un  autre  côté,  aucune  transformation  de  coordonnées  ne  pourra 
jamais  altérer  les  expressions  algébriques  ni  des  côtés,  ni  des  angles, 
ni  de  la  surface,  ni  de  tous  autres  éléments  du  triangle,  quelles  que 
soient  les  données  qui  le  délermiuenf. 

Parce  que  d  abord  l'identité  de  la  chose,  qui  va  de  soi  quand  cette 
chose  est  réelle,  entraîne  nécessairemeat  l'identité  analytique  de  la  for- 
mule, qui  la  représente,  dans  un  mode  quelconque  ;  et  qu'il  suffit  d'ail- 
leurs de  savoir  que  cette  identité  analytique  subsiste  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  des  variables  contenues  dans  la  formule,  pour  pouvoir 
affirmer  qu'elle  ne  serait  pas  troublée  par  l'attribution  à  ces  variables 
de  valeurs  imagiuaires. 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que,  quel  que  soit  le  triangle  f|ue 
nous  ayons  à  étudier,  nous  pourrons  toujoiu's  clioisir  les  axes  à  vo- 
lonté, sans  risquer  d'altérer  la  question  en  quoi  que  ce  soit. 
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132.  Comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  la  définition  des  élé- 
ments inconnus  d'un  triangle  imaginaire  se  trouve  dans  les  formules 
mêmes  qui  doivent  fournir  ces  éléments  et  qui  les  donneraient  dans  le 
cas  analogue  d'un  triangle  réel  ;  il  est  donc  bien  entendu  que  ce  sera 
toujours  de  ces  formules  qu'il  faudra  se  servir  pour  résoudre  le 
triangle  proposé,  mais  l'usage  à  en  faire  doit  être  réglé  par  une  res- 
triction indispensable. 

La  plupart  des  formules  de  trigonométrie  rectiligne  attribuent  en 
effet  le  double  signe  ±  à  toutes  les  inconnues  qu'on  en  veut  tirer. 
L'espèce  d'ambiguïté  qui  en  résulte  ne  présente  aucun  inconvénient 
lorsque  le  triangle  doit  être  réel;  mais  elle  subsisterait  d'une  manière 
fâcheuse  dans  le  cas  d'un  triangle  imaginaire,  si  l'on  ne  prenait  soin 
de  définir  plus  exactement  cette  figure. 

De  quelques  formules  qu'on  se  soit  servi  pour  résoudre  un  triangle, 
il  conviendra  toujours  de  soumettre  les  résultats  à  la  condition  de  vé- 
rifier les  formules 

sinA         sinB         sinC 
a  b  c 

A  +  B  -I-  C  =  TT. 

Si  l'indétermination  n'est  pas  alors  complètement  levée,  elle  n'affectera 
pas  du  moins  chacun  des  éléments  en  particulier  :  elle  portera  sur 
tout  le  triangle. 

En  effet,  si  d'abord  on  donne  deux  angles  et  un  côté,  dans  ce  cas 
la  condition  A  4-  B  +  C  =  tt  déterminera  le  troisième  angle  sans  am- 
biguïté; dès  lors  les  numérateurs  des  rapports 

sinA       sinB  sinC 

a  b  c 

étant  connus  ainsi  que  l'un  des  trois  dénominateurs,  les  deux  autres 
seront  absolument  déterminés. 

Si  l'on  donne  deux  côtés  et  l'angle  compris,  on  connaîtra  la  somme 
des  deux  autres  angles,  et,  à  la  vérité,  on  pourra  partager  cette 
somme  d'une  infinité  de  manières  en  parties  dont  les  sinus  soient  pro- 
portionnels aux  deux  côtés  donnés,  mais   ce   ne  pourra  être  qu'en 

12.. 
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ajoutant  un  multiple  quelconque  de  n  à  l'un  des  angles  inconnus  et 
retranchant  le  même  multiple  à  l'autre.  Quant  au  troisième  côté,  il 
changera  de  signe  ou  reprendra  son  signe  primitif,  selon  que  l'on 
aura  ajouté  à  l'un  des  angles  inconnus  et  retranché  à  l'autre  un  mul- 
tiple impair  ou  pair  de  n. 

Si  Ton  donne  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  les  deux 
termes  d'un  même  rapport  étant  déterminés,  ainsi  que  le  dénomina- 
teur d'un  second  rapport,  le  numérateur  de  ce  second  rapport  sera 
complètement  déterminé,  mais  les  deux  angles  inconnus  pourront  en- 
core être  l'un  augmenté,  l'autre  diminué  d'un  même  multiple  de  n  : 
par  suite  le  troisième  côté  pourra  changer  de  signe. 

Enfin  si  l'on  donne  les  trois  côtés,  pour  que  les  égalités 

sinA         sinB         sinC 
abc 

A  -f-  B  -+-  C  =  -, 

restassent  satisfaites,  on  ne  pourrait  qu'augmenter  l'un  des  trois  angles 
d'un  multiple  de  i~,  en  diminuant  les  deux  autres  d'autres  multiples 
de  2-  qui  formassent  la  même  somme. 

lo5.  Les  observations  que  nous  venons  de  présenter  conviennent 
à  toutes  les  hypothèses  ;  mais  nous  nous  bornerons  ici  à  étudier  le  cas 
où  les  triangles  en  question,  bien  qu'imaginaire.';,  seraient  définis  par 
des  données  réelles. 

lo4.  Les  deux  premiers  cas  où  Ion  donne  soit  un  côté  et  les  deux 
angles  adjacents,  soit  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ne  pouvant  alors 
fournir  de  valeurs  imaginaires  pour  les  autres  éléments  du  triangle, 
nous  n'aurons  pas  pour  le  moment  à  nous  en  occuper. 

Dans  le  troisième  cas  où  l'on  donne  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à 
l'un  d'eux,  le  triangle  peut  être  imaginaire. 

Soient  CAD  { fig.  1 1]  l'angle  donné,  \C  =  b  celui  des  côtés  donnés 
qui  doit  être  adjacent  à  l'angle  A,  CD  la  perpendiculaire  abaissée  de  C 
sur  AB,  enfin  CE  =  rt  celui  des  côtés  donnés  qui  doit  être  opposé  à 
l'angle  A. 
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Le  côté  CE,  qui  doit  être  opposé  à  l'angle  A,  étant  moindre  que  la 


y 

A 

/) 

1               C 

K    4 

D 

E' 

\ 

perpendiculaire  CD,  le  triangle  sera  impossible. 
Les  formules 

«2  —  ^2  4_  c*  —  aéccosA 


et 


donnent 


et 


sinC        sinA 


C  =  è  cos  A  ±  sja^  —  b"^  sin  A 


sinC  =  -  sin  A  cosA  ±  sin  A  1/  i :  sin*  A  : 

n  y  n' 

sinC  étant  composé  d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire,  il 
en  sera  de  même  de  C.  Nous  commencerons  par  déterminer  la  partie 
réelle  de  C.  Pour  cela,  nous  retrancherons  de  cet  angle  un  angle 
réel  (p  tel,  que  sin  (C  —  9)  n'ait  plus  de  partie  réelle  : 

sin  (  C  —  y  )  =  sin  C  cos  y  —  cos  C  sin  ip  ; 

pour  abréger  le  calcul,  nous  tirerons  cosC  de  la  formule 

«2  _l_  è*  —  c- 


cosC  = 


o.ah 
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qui,  en  y  remplaçant  c  par  sa  valeur,  donne 


cosC  =  -sin^A  q:  cosA  \/  \ sin-  A. 

a  \  a' 

En  substituant  les  valeurs  de  sinC  et  de  cosC,  on  trouve 
sin  (C  —  ip)  =  -sin  A  cosA  cosy sin^  A  sin 9 


±  \/—  I  (sin  A  cos'^  -I-  cosA  sin  y)  \/—  sin^  A  —  1  ; 
la  condition  qui  détermine  ^  est  donc 

-  sin  A  (cosA  C0S9  —  sui  A  sin  y)  =  o, 
qui  donne 

'        2 

Ainsi   la   partie   réelle  de  C  est  -  —  A;   quant  à  la  partie  imaginaire 
i]>  y/—  I,  elle  est  donnée  par  l'équation 


sin  i|i 


\l  —  i  =  sin  (C  —  y)  =  it  \J—  I  t/—  sin^  A 


L'interprétation  de  ces  résultats  est  facile  à  former  :  La  circonférence 
déciite  du  point  C  comme  centre,  avec  a  pour  rayon,  ne  coupant 
plus  la  droite  AB,  elle  a  été  suppléée  par  celle  des  hyperboles  équila- 
tères,  de  même  centre  et  de  même  rayon, qui  pouvait,  comme  la  circon- 
férence, couper  AB  en  deux  points  symétriquement  |)lacés  par  rapport 
à  D,  c'est-à-dire  par  l'hyperbole  ayant  son  sommet  en  E;  de  telle  sorte 
que  cette  hyperbole  coupant  AB  en  B  et  B',  le  troisième  sommet  du 
triangle  est  B  ou  B',  le  troisième  côté  C  est  AD  ±1  DB  y—  i,  l'angle  C 
est 

^C^    ,        secteur  CEB    , 

ACD  ±.  2 -. V  —  '  » 
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et  enfin  l'angle  B  est 

i^T^  secteur  CEB    , 

n  —  ACD  q=  2 V  —  i  • 

En  effet,  si  nous  prenons  pour  axe  des  jc  la  droite  CD  et  pour  axe 
des  j"  une  perpendiculaire  à  CD,  au  point  C,  l'équation  de  rh\qierbole 
dont  il  s'agit  sera 

j-=  —  jr=  =  —  a^, 

d'un  autre  côté,  l'équation  de  AB  sera 

j?  ^  è  sinA, 


BD  sera  donc  égal  à  y^^surA  —  a^;  ainsi,  puisque 


c  =  b  cos  A  ±.  \,a-  —  b'^  sin^  A, 

sa  valeur  est  bien  AD  ±l  BD  s  —  i  ;  quant  à  l'angle  C,  nous  avons  déjà 
vu  qu'il  a  pour  partie  réelle  ACD,  et  que  le  sinus  de  sa  partie  imagi- 

.  _L-     /  6"    .    2*  DB    .    DB     ^  ... 

uaire  est  ±  1/  1 surA,  ou  —  v  —  i  :  mais  —  \  —  1  est  aussi  le  si- 

V  rt'  a  a 

,         secteur  CEB    , 

nus  de  2 \  —  1  ;  par  conséquent 

/--         w^  _i_      secteur  CEB    , 

C  =  ACD  ±  2 ; V  —  '  • 

La  surface  du  triangle  considéré,  donnée  par  la  formule 

—  sinA, 
2 

est  évidemment 

ACD  ±  DCB  s  ^^. 

En  sorte  que  si,  dans  l'expression  analytique  de  cette  surface,  on 
remplace  \  — i  par  i,  il  reste  l'expiession  de  la  surface  du  même 
triangle  supposé  réel. 

lao.    Supposons  maintenant   qu'on    donne    les    trois  côtés  d'un 
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triangle  et  que  l'un  d'eux   se  trouve  plus  grand  que  la  somme  des 


autres 


a  >  b  -h  c. 


Soient  [Jîg.  12)  BC  =  a,  BD  =  c,  CE  =  b.  Les  deux  circonférences 
décrites  des  points  B  et  C  comme  centres  avec  c  et  b  pour  rayons  ne  se 


coupant  plus,  seront  suppléées  par  celles  de  leurs  conjuguées  hyper- 
boliques qui  peuvent  se  couper  en  deux  points  symétriquement  placés 
par  rapport  à  BC. 

En  effet,  les  formules  donnent 


cosB 


cosC 


«^ 

4- 

c-  — 

b- 

2.ac 

a' 

+ 

b'- 

c- 

O-ab 


,  .        ,  BF         CF        .     , 

or  on  va  voir  que  ces  quantités  sont  bien  les  rapports  ^r^  ^t  pS'  ^  '^^^' 

à-dire  les  cosinus  des  angles 


secteur  BDA     

2 ~ V  -  1 


secteur  CEA    , 

2 p — v-i. 

En  effet,  si  l'on  prend  BC  pour  axe  des  x  et  pour  axe  des^  la  perpen- 
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diculaire  à  BC  élevée  au  point  B,  les  équations  des  deux  hyperboles 
seront 

y'^  —  x^  =■  —  c* 
et 

y'^  —  [x  —  afz^—h'^, 

en  sorte  que  l'abscisse  du  point  de  rencontre,  ou  BF,  sera 


BF 
et  que,  par  suite,  —  sera 

à'  +  t'  —  6= 
lac         ' 

d'un  autre  côté, 

CF  =  a  ^ = 1 

la  la 

et  ainsi 

CF        fl=-l-è=  — c' 


CE  lab 

Le  triangle  imaginaire  cherché  est  donc  bien  BAC;  les  angles  B  et  C 

sont 

secteur  BDA    / secteur  CE  a     

2 ; V — I      et      1  r- V — i« 

et  l'angle  A  =  n  —  B  —  C. 

Quant  à  l'expression  analytique  de  la  surface  de  ce  triangle,  elle  est 

ac  sin  B  ac  AF  v/ —  i  a     .  -,      / 

ou ou     -  •  Ar  .  V — I, 

2  1         c  2  ' 

et  si  l'on  y  remplace  y' —  '    par    1 ,   elle   donne   la  surface   du   mètne 
triangle  supposé  réel. 

Si  l'on  avait  pris  pour  base  des  constructions  l'un  des  petits  côtés,  b 
par  exemple,  l'interprétation  des  résultats  du  calcul  se  serait  faite  de 
la  même  manière. 

Tome  MI  (2'  série).  —  Mars  1862.  l'J 
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Si  (//g.  I  3),  AC  =  ^>,  CD  =  rt,  AE  =  c,  les  deux  circonférences  dé- 

FiG.  i3. 


frites  des  points  A  et  C  comme  centres  avec  c  et  n  pour  rayons  seront 
suppléées  par  les  hyperboles  équilatères  BEB',  BDB'  et  le  troisième 
sommet  du  triangle  sera  en  B  ou  en  B'. 
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SUR  LA  FORME 
Par   m.   J.   LIOU VILLE. 


1.  Étant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représente- 
rons par  "i" m,  m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à 
zéro),  on  demande  le  nombre  N  des  représentations  propres  ou  im- 
propres de  n  par  la  forme 

et  aussi  le  nombre  M  des  seules  représentations  propres.  Or  il  arrive 
ici  (comme  dans  d'autres  cas  déjà  traités)  que  N  dépend  de  la  fonc- 
tion numérique  oj,  (m)  définie,  au  moyen  des  diviseurs  conjugués  d, 
à  de  l'entier  impair  m  =  dâ,  par  la  formule 


tandis  que  M  se  déduit  de  la  fonction  O,  (m)  exprimée  par  le  produit 

nLr"+(->f~/'"-'j, 

où  p  est  un  facteur  premier  quelconque  de  m,  ^  le  nombre  de  fois  que 
p  divise  m.  Pour  m  =:  i,  on  fait  naturellement  O,  [m)  =  i. 

2.  Soit  d'abord  n  impair,  n  r=  m.  Je  trouve  que  l'on  a  alors 

N  =  4w)('«) 

i3.. 
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et 

M  =  40,  {m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Au  contraire,  pour  n  pair,  «  =  2°'w,  a  >  o,  l'on  a 

N=  2(2"^'-!)  w,(/n) 
si  /n  =  8A  ±  I,  mais 

si  m  =  8A  ±  3.  La  forme  linéaire  de  m  influe  donc  cette  fois  sur  N. 
Elle  influe  également  sur  M  lorsque  a=  1  ou  2,  mais  non  pour 
«  >  2. 

Quand  a  =  i,  c'est-à-dire  quiuid  n  est  impairement  pair,  n=  iin, 
il  vient 

M  =  60.  {m) 

si  m  :=  8>^  ±  I ,  mais 

M  =  loO,  [m) 
si  /«  =  SA  ±  3. 

Quand  a  =  2,  c'est-à-dire  quand  n  est  divisible  par  4,  "'»"  P^''  ^) 

n  =  4'")  O'i  a 

M  =  loO,  (m) 

si  //i  =  8A  it  r ,  mais 

M=  140,  (/«) 
si  m  =  Qk  ±  3. 

Enfin  pour  a  >  2,  on  retrouve  une  formule  unique  : 

M^S-ï^O,  [m). 

3.  Soit,  comme  premier  exemple,  n  =  m  —  9.  (3n   aura,  par  nos 
formules, 

N  =  4<o.(9)  =  28 

et 

M  =  40,  (m)  =  24- 
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Or,  par  les  équations 

9  =  (±:i)'-l-(±2)'  +  2.0-  -f-  4(±i  i)-, 

9  =  (±2)-4-(±l)'  +  2.0-  +  4(±l)% 

9  =  (±  i)-  -h  o-  H-  2(±:  2)^  +  4.0% 
g  —  o-  -h  {  ±  if  ^  1  {±  iY  -+-  4-0% 

nous  avons  en  effet  vingt-quatre  représentations  propres  du  nombre  9, 
à  quoi  viennent  s'adjoindre  quatre  représentations  impropres,  puis- 
que l'on  a 

9  =  (±  3)-  -4-  o-  +  2.0'  +  4-0- 
et 

9  =  o^  +  (±:  3)^  +  2.0^  -+-  4-0"- 

Soit  à  présent  «  =r  4  =  2-.1,  doù  m  :=  i ,  a  =  2.  Le  nombre  i  ap- 
partient à  la  forme  linéaire  8^  -h  1 ,  et  l'on  a 

00,  (i)  =  I,     O,  (i)  =  1. 

Nos  formules  donneront  donc  ici  : 

N=  2(2'  -  i)  =  i4 
et 

M=  10. 
Oi",  par  les  équations 

4  =  (±i/  +  (±i)=-4-2(±i)^  +  4.o% 

4  =  o-  +  o-  -+-  2.0-  +  4  (  ±  l)*' 
nous  avons  d'abord  dix  représentations  propres,  puis  par  les  équations 

4  =  (±:  2)^  +  o-  4-  2.0-  +  4.0% 
4  =  0-+  (±  2)-  -+-  2.0^  -+-  4-o% 

quatre  représentations  impropres,  qui  complètent  le  nombre  i4- 
Soit  enfin   n  =:  20  =  2''. 5.  Comme  5  est  de  la  forme  8^  —  3,  nos 
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formules  donneront  cette  fois 

N  =  2  (2'  4-  0  w,  (5)  =  72 
et 

M  =  140,  (5)  =  56. 

Or  c'est  ce  que  confirment  les  deux  groupes  de  décompositions 
20  =  3-  +  3-  +  2.1*  +  /}.o- 

20  =  I-  +  i"  +  2.3-  -1-  4-0" 
20  =  4"  +  o'  +  2.0-  +  4-  '■ 

20  =  2^  H-  2"  +  2.2"  +  4-  I" 
20  =   I  -  +   I  -  +  2  .  1  ^  +  4  •  2^ 

et 

20  =  2-  +  4"  +  2.0-  -t-  4-0' 

20  =  2'-  -I-  O-  -t-  2.0-  +  4-2' 

si  l'on  a  soin  d'y  marquer  du  double  signe  les  racines  des  carrés  qui 
ne  sont  pas  nuls  et  d'y  effectuer  les  permutations  convenables. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.   J.   LIOLVILLE. 


La  forme 

.X-  +  j^  +  42-  +  8t-, 

que  nous  voulons  considérer  ici,  est  liée  intimement  à  la  forme 

X-  -h  j-  +  1  z^  +  /i  t'\ 

dont  il  a  été  question  dans  l'article  précédent.  Nous  aurons  de  nou- 
veau à  employer  les  fonctions  numériques  oj,  ('«),  O,  ('«),  et  voici 
comment  on  trouvera,  suivant  les  cas,  le  nombre  N  des  représenta- 
tions propres  ou  impropres  comme  aussi  le  nombre  M  des  représenta- 
tions propres  de  n  ou  2"/»  par  la  forme  actuelle 

X-  -i-  j^  +  LiZ-  +  St'-. 
i"  Pour  n  impair,  n  =:  m,  on  aura 

N  =  4oj,  (m),     M  =40,  (m), 

si  /»  =  4  '  "I"  '  5  mais 

N  =  o,     M  =  o, 
si  m  ==  4^  +  3. 

a°  Pour  n  simplement  pair,  n  =■  2m,  on  aura 

N  =  4aj,(w),     M  =  40,  (/n), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 
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3"  Pour  n  pairement  pair,  n  =  i''  ui,  a  >  i ,  on  a 

N  =  2  (2"—  1)  co,  (/n) 

si  772  =  8  A:  ±:  I,  mais 

N  =  2  (2''+  i)  w,  (m) 

si  m  =  8A-  ;i:  3.   Quant  à  la  valeur  de  M,  il  faut  distinguer   les   trois 
cas  de  a  =  2,  a  ^  3,  a  >  3. 
Pour  a  =  2,  7i  =  4'")  o"  3 

M  =  2O,  [m) 
SI  m  =  8k  -\-  i,  mais 

M  =6  0,  (7«) 

si  ?n  =  8Âr  —  i  ou  8A  —  3,  enfin 

M=  loO,  [m] 
si  7?î  =  8^-  +  3. 

Pour  a  =  3,  77  =  8777,  on  a 

M  =  loO,  [m) 
si  m  =  Sk  ±.  1,  mais 

M  =  140,  (77Z) 

si  777  =  8Â:  ±  3. 

Enfin  pour  n  =  2^777,  avec  a  >  3,  on  a  généralement 

M  =  3.2""  O,  (777), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


I  .  Étant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représente- 
rons par  2'^m,  ni  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à 
zéro),  on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  torme 

.r'-  +  4/^  "•"  '^^'  "^  '6/% 
c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 
Ti  =  .t"  -+-  4j^  -f-  i6z.^  +  iGt", 

où  X,  j,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

II  est  bien  clair  que  l'on  a  N  =  o  quand  n  est  impair  et  de  la  forme 
4  /  -I-  3,  comme  aussi  quand  n  est  impairement  pair,  //  =  ini:  On  a 
encore  N  =  o  quand  «  =  4  (4^+  3).  Mais  dans  tous  les  autres  cas  la 
valeur  de  N  est  >  o,  et  on  l'obtient  à  priori  ainsi  que  je  vais  l'expli- 
quer. 

2.  Soit  d'abord  n  impair,  n  —  m  (bien  entendu  m  =  ^l-h  r).  Il 
faudra  considérer,  avec  la  somme  Ç,  (w)  des  diviseurs  de  m,  cette 
autre  somme 

-  li-^ri, 

où  i  désigne  successivement  tons  les  nombres  entiers  positifs  figurant 
dans  l'équation 

m  =  i'^  -+-  ^s^  : 

Tome  Vil  {i"  série}.  —  Avbil  iSGî.  '4 
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on  prend  l'entier  s  positif,  nul  on  négatif.  On  a 

si  /?«  =:  8A'  +  1 ,  mais 

N  =  ^[ç.(^)+2(-.)~^-] 

si  m  =  8A-  +  5. 

Pour  les  nombres  SA"  +  i,  soil  d'abord  m  =  i  =  i'  +  4o^;  il  nous 
viendra 

N  =  ^(i  +  3)  =  2, 

et  cela  s  accorde  avec  l'équation 

1  =  (±:  i)-  +  4-0*  +  i6.o^  +  i6.o-, 

qui  fournit  deux  représentations. 

Soit  ensuite  m  ^  g  =  3^  ■+-  4o'-  On  aura 

N  =  ^(i3-9)  =  2, 

et  en  effet  il  n  y  a  cette  fois  encore  que  deux  représentations  expri- 
mées par  l'équation 

9  =  (±  3)'^  +  4.0-  +  16.0-  ■+-  16.0'-. 

Soit  enfin  m  —  i  j  =  1'-  -h  ^  {±  2)- .  Il  nous  viendra 

Les  équations 

17  =  (it  i)^  +  4  (±  2)'  -+- 16.0-  +  16.0-, 
17  =  (±1)=  +4.0*  +  i6(±  i)=  +  16.0-, 
17  =  (±  i)-  -)-  4-o'^  +  16.0-  -4-  i6(±  i)'^, 

confirment  ce  fait. 
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Pour  les  nombres  8 A  +  5,  soit  /«  ==  5  =  i^  +  4  (±  0^-  Notre  for- 
mule donnera 

N  =  -(6  +  2)  =  4, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

5  =  (±i)-  +  4(±i)='  +16.0^  +  i6.o% 

où  l'on  trouve  quatre  représentations. 

Soit  encore  /n  =  i3  =  3"  4-  4  (—  i)'-  I'  nous  viendra 

N  =  l(,4_6)  =  4, 

et  en  effet  le  nombre  i3  a  quatre  représentations  fournies  par  l'équa- 
tion 

i3  =  (±3)^  +  4(±  i)-  +  16.0=  +  16. 0-. 

Soit  enfin  r/î  =  2 1 .  L'équation 

21  =  /*  4-  !^s^ 
étant  impossible,  on  a  simplement 

et  21  a  bien  seize  représentations  contenues  dans  les  deux  équations 

21  =  (±1 1)'^  -I-  4(—  0"  -I-  i6(i;  i)-  +  16.0-, 
ii  =  [±L\f  -^  4  (±17  +  i6.o''  +  i6(±:if. 

3.  Soit  à  présent  n   pairement  pair,  n=  %  m^  «  >  i.   Il   est  clair 
que  dans  l'équation 

1"^ m  =  a'-  ■+-  [\y-  +  i6z'-  4-  i6^- 

X  devra  être  pair.   Soit  donc  x  =  •xx^.  En  divisant  par  4,  nous  au- 
rons 

o!'~'^m  =  a?J  + j-  4-  4  (z'  4-  i^). 

14.. 
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Or  cette  équation  a  été  discutée  d'avance  (dans  le  cahier  de  sep- 
tembre 1860).  Il  en  résulte,  pour  le  nombre  N  des  représentations  de 
//  par  la  forme 

jc'^  -f-  l\j-  +  i6z-  -+-  \Qt-, 

qui  nous  occupe  ici,  les  conclusions  suivantes. 

i"  Pour  n  divisible  par  l^,  non  par  8,  n  =  4'"^  on  a 

N  =  4?.  [ni] 

quand  m  =^  /\l  -Jr-  i .  J'ai  déjà  dit  que  N  =  o  quand  /«  ==  4^  +  3.  Ainsi 
pour  H  =  4j  on  a  quatre  représentations  :  elles  sont  fournies  par  les 
équations 

4  =  (±  2)'-  +  4-o^  +  16.0-  +  16.0-, 
4  =  o^  +  4  (  ±  0"  + 16.0-  +  16. 0-. 
2"  Pour  n  divisible  par  8,  non  par  i6,  n  =  8/«,  on  a 

N  =  4Ç,  [m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m.  Ainsi  le  nombre  8  a  les  quatre 
représentations  exprimées  par 

8  =  (±2)-^  +  4(±i)-^  +  16.0^  +  16. o^ 

3"  Mais  |>our  n  divisible  par  16,  non  par  Sa,  il  vient 

N  =  8Ç,  (/«). 

Ainsi  16  a  huit  représentations  :  elles  sont  fournies  par  les  équations 

16=  (±:  4)=  +  4.0-  -h  16.0-  -I-  16.0-, 
16  =  o-  -I-  4  (—  2)'  +  16.0-  -(-  16.0-, 
16  =  O-  +  4-o'''  -h  16  (  ±1  1)'^  +  16.0-, 
16  =  o-  +  4-0"  +  iG.o^  +  16  (i:  I  -. 

4"  Enfin  poiu'  n  divisible  par  32,  n  =::  i"^ m,  a  >  4,  on  a  la  (orinule 
unicpie 

N=24?,(m), 

si  grand  que  a  puisse  devenir. 
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SUR  LA  FORME 

X-  ^  J-  +  82-  -t-8<=; 

Par  31    J    LIOUMLLE 


1.  Etant  donné  un  entier  n  pair  on  impair  (que  nous  représente- 
rons par  a^m,  m  étant  impair  et  l'exposant  x  pouvant  se  réduire  à 
zéro),  on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

x'^  +  J  "  +  8z-  +  8<-, 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  =  x^  -t-J''  +  ^^^  +  ^l\ 

où  X,  j,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  néga- 
tifs. On  va  voir  que  cette  fois  encore  N  dépend  de  la  somme  Ç,  [m) 
des  diviseurs  de  m  et  de  la  somme 

relative  aux  entiers  positifs  /  figurant  dans  léquation 

m  =  i'-  -\-  [^s-, 

où  l'entier  j,  quand  il  n'est  pas  zéro,  doit  être  pris  négativement 
comme  positivement. 

2.  Soit  d'abord  n  impair,  n  =  m  II  est  clair  que  l'on  a  N  =  o,  si 
m  est  de  la  forme  4^+3,  qui  comprend  ces  deux  autres  8A-  +  3, 
8A'  +  7.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  /n  =  4/  -+-  i,  c'est-à-dire 


1  lo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

pour  m  de  l'une  des  deux  formes  8^  -f-  i,  SA"  H-  5.  Je  trouve 

si  ;h  =  8A-  -f-  I,  et 

/ —  1 

si  wi  =  8A •+  5. 

Le  cas  de  /m  =  i  =  i°  +  4-0''  se  rapporte  à  la  première  formule,  qui 

donne  alors 

N  =  2  -h  2  =  4, 

et  Ion  a,  en  effet,  les  quatre  représentations  fournies  par  les  équations 

]  =  :  ±:  1  ,i-  -i-  o-  +  8.0-  -t-  8.0-, 
I  =  o- +  (=t  i)= -t- 8.0- -H  8,o-. 

Soit  ensuite  /h  =  9  =  3-  -f-  40-.  Il  viendra 

N  =  2.i3  —  2.3  =  20, 

et   Ton    trouve   bien,   pour  le    nombre  9,   vingt   représentations,    au 
moven  des  équations 

9  =  r-  4-  o-  +  8.1^  +  8.0-, 
9  =  3-  -!-  o-  +  8.0^  +  8.0=, 

ou  1  on  affectera  du   signe    ±   les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  où  l'on  opérera  les  permutations  convenables. 
Soit  enfin  w  =  17  =  i"  -^  4(ib  i)\  On  aura 

N=2.l8-f-2.2  =  4f>- 

La  vérification  est  facile  au  moyen  des  équations 

\-j—  1-  +  4^  -i-  î^-o-  -H  8.o^ 
17=  i^  +  o--(-8..=  -4-  8.I^ 
Il  =  3-  -H  o'^  -+-  8. 1-  4-  8.0-. 
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Soit   à   présent   m  =  5  =  i^  +  4  (±  0^-  C'est   la   seconde  foruiiile 
qu'on  devra  appliquer,  et  elle  donnera 

N  =  2.6  —  2.2  —  8, 

ce  qui  s'accorde  avec  les  équations 

5  =  (±i)=  +  (±a)'^  +  8.o-  +  8.o% 
5  =  (±:2)=  +  (±i)-  +  8.o^  +  8.o=. 

Soit  encore  ;n=  i3  ^  3*  -f  l\{±  \)- .  \\  nous  viendra 

N  =  2.  i4  4-  2.6  =  \o. 

Or  on  trouve  effectivement  quarante  représentations  du  nondjre  i3  au 
moyen  des  équations 

l3  =  3--!-2-  +  8.o-  +  8.o^ 
i3=  i^  +  2-  +  8.»-  +  8.o^ 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  exercices  numériques. 

3.   Prenons  actuellement  n  inipairement  pair,  ii  :=  im.  On  aura 

N  =  o 
si  »2  =  .4/  -(-  3,  mais 

N  =  4Ç.('«) 
si  /w  =  4  ^  +  '  • 

Ainsi  pour  «  =  2,  on  a  N  =  4-  C'est  ce  que  confirme  l'équation 

2  =  (±  i)=  +  (±  i)^  +  8.o-  +  8.o% 

qui  donne  quatre  représentations  du  nombre  2. 

Pour  n  =  10,  on  a  N  =  24.  Or  on  obtient  en  effet  vingt-quatre  re- 
présentations du  nombre  10,  au  moyen  des  équations  ci-après  : 

10==  r-  +  3^  +  8.0^  +  8.0-, 
10  =  i^  +  1"  +  8.1- +  8.0-. 
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i.  Soit  enfin  n  multiple  de  4-  L'éqiiahon 

2"  m  =  jc-  -h  j'^  -h  i^z"^  -+-  8«^ 

ne  pourra  exister  alors  qu'en  prenant  x  et  j  pairs,  jc-  =  2  a;, ,  ^"  =  ij,. 
cPoù 

ce  qui  nous  ramène  à  une  équation  discutée  déjà  (dans  le  cahier  fie 
juillet  1860).  Il  eu  résulte,  pour  le  nombre  N  des  représentations  d'un 
entier  «  pairement  pair,  par  la  forme 

,r-  +  ,-^  +  8z=  +  8z% 

qui  nous  occupe  ici,  les  conséquences  suivantes. 
Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  4"',  on  a 

Ainsi  le  nombre  4  doit  avoir  quatre  représentations.  Elles  sont  four- 
nies par  les  deux  équations 

4  =  (±  2)-  4-  o-  +  8.0-  -t-  8.0-, 
4  =  0^  H- (±2)- -+-8  0^  +  8.0-. 

Poiu-  //  divisible  par  8,  non  par  16,  «  ^  Sin,  on  a 

N=8Ç,(m). 

Ainsi  le  nombre  8  doit  avoir  huit  représentations,  (^ela  s'accorde  avec 
les  équations 

8    =    I     ±    2:^    -+■    [    ±    2)-    -+-    8.0-    +    8.0-, 

8  =  0=* -f- o-  -+-  8  (±1)' -H  8.0-, 
8  =  0^  +  0^  +  8.0- +  8(±:rf. 

Enfin  pour  n  divisible  par  16,  n  =  2" m,  a  >  3,  on  a  toujours 

N  =  24Ç,(m), 
si  grand  que  a  puisse  devenir. 
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SUR  LA  FORME 

JC--  -f-4j'  +  8z-  -h  St-; 

Par   m     J     LlOl  VILLE. 


1.  La  détermination  du  nombre  N  des  représentations  d'un  entier 
donné  n  (ou  2''m,  m  impair,  2<  :=  o,  i,  a,...)  par  la  forme 

■r-  -+-  4j--  +  8z'-  -(-  8t-, 

dépend,  elle  aussi,  de  la  somme  Ç,  (m)  des  diviseurs  de  m,  et  de  cette 
autre  somme 


relative  aux   nombres  entiers  positifs  /  qui  peuvent  figurer  dans  l'é- 
quation 

m=  i'-  -h  /is'-, 

où  l'entier  s  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif. 

Il  est  évident  que  l'on  a  N  =  o  quand  n  est  impair  et  de  la  forme 
4/+ 3,  comme  aussi  lorsque  «est  impairement  pair,  n  =  2m.  Les 
autres  cas  doivent  donc  seuls  nous  occuper. 

2.  Soit  d'abord  n  impair  de  la  forme  ^l-\-i,n  =  m  =  l{l-hi  :on 
aura 

si  m  =  8k  +  1,  mais 
si  m  =  8 A ■+  5 . 

Tome  VII  (2*  série}.  —  Avril  1862.  l5 
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Soit,  par  exemple,  m  =  i .  C'est  la  première  formule  qu'il  faudra  em- 
ployer ;  elle  dounera 

N=2, 

et  cela  s'accorde  avec  l'équation 

i  =  (±i)-  +  4-o-  +  8.0^+  8.o% 

qui  fournit  deux  représentations. 
Soit  ensuite  m  =  9.  Il  nous  viendra 

N  =  i3-  3  =  10. 

Or  le  nombre  9  a  en  effet  dix  représentations,  conteinies  dans  ces  trois 
équations 

9  =  (±  3)=  +  4-0-  +  8.o'^  +  8.o% 

9  =  (  ±  i)^  -h  4.0'  +  8  (  =t  i)^  +  8.0-, 

9  =  (  ±  i)^  +  4-o' +  8.0^  +  8  (  ±  i)^ 

Soit  enfin  m  =  17.  Nous  aurons 

N  =  18  -I-  2  ^  20. 

Or  on  trouve  pour    le  nombre   i^  vingt    représentations,  au   tnoven 
des  équations 

i7  =  (±  i)'^-f-4(±  iY  +  8.0^4-8.0-, 
.7  ==(±i)^  +  4.o2  +  8(±:if-t-  8(±i)% 
17  =  (±1  3)- 4-4.0-+  8{±\f  -h  8.0-, 
i7  =  (±3)-  +  4-o'-'  +  8.o'^  +  8(±  1)-. 

Notre  première  formule  est  donc  vérifiée. 

Passons  à  la  seconde,  c'est-à-dire  aux  entiers  8A  -f-  5.  Et  d'abord 
soit  m  =  5.  Nous  trouverons 

N  =6  —  2=  4. 
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Or  l'équation 

5  =  (±:i)-  +  4l±i)'  +  8.o'+  8.0^ 

fournit  effectivement  quatre  représentations. 
Soit  ensuite  m  =  i3.  Il  nous  viendra 

N  =  i4  +  6  =  20. 

Or  je  trouve  pour  le  nombre  i3  vingt  représentations  au  moyen  des 
équations 

i3  =  {±  ?>Y  +  ^[±iY  +  8.0=  +  8.o% 

i3  =  (±!)=  +  4(±i)=  -t-8(it  if +  8.o% 
i3  =  (±i)»  +  4(±:i)=  +  8.o-  +  8(±i)^ 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  vérifications. 

5.   Maintenant  soit  n  pairement  pair,  n  =  l'^m,  a  >  1.  L'équation 
■2." m  —  X-  -h  4^*  +  8z.-  -H  8/^ 
ne  pourra  avoir  lieu  qu'en  prenant  x  pair.  Soit  donc 

parlant 

2"m  =  kx\  +  47=*  +  8s^  +  8^-. 

En  divisant  par  4)  on  retombera  sur  l'équation 

i"^~^m  =  x\-\-  f]-^  2(-^  -h  <*), 

discutée  déjà  (dans  le  cahier  de  juillet  1860). 

Nous  serons  donc  conduits,  pour  le  nombre  N  des  représentations 
d'un  nombre  pairement  pair,  n  ou  2^m,  par  la  forme 

^2  + 4j2_f_8z=H-8^*, 

qui  nous  occupe  ici,  aux  conclusions  suivantes. 

1°  Pour  n  divisible  par  4,  non  par  %,  n  =  [\m,  on  a 


N  =  4Ç,('n). 


i5. 
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Ainsi  le  nombre  4  a  quatre  représentations.  Elles  sont  fournies  par  les 
équations 

4  =  (  ±  2)'  +  4.0-  -H  8.0-  +  H.o-, 

4=:o-  +  4(ib.  i)=  +  8.0-  +  8.0-. 

2°  Pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  n=  8w,  on  a 

N  =  8Ç.  [m). 

Ainsi  le  nombre  8  doit  avoir  huit  représentations.  Les  équations 

8  =  (  ±  2)=  +  4 (±  1)'  ^-  8.0^  +  8.o% 
8  =  o'  +  4.o-  +  8(±:  r)'  +  8.o-, 
8  =  0- +  4.0^ -h  8.o-  +  8(±i)% 

vérifient  ce  tait. 

3"  Pour  II  divisible  par  16,  «  =  2" m,  a  >  3,  on  a 

N  =  24Ç,  (m), 

quelque  grand  que  a  puisse  devenir. 

La  forme  linéaire  de  ni  n'influe,  comme  on  voit,  sur  l'expression 
de  N,  que  quand  il  s'agit  des  représentations  d'un  nombre  impair.  On 
n'a  point  à  la  prendre  en  considération  quand  on  s'occupe  d'un 
nombre  pair. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


SUR  LA  FORME 

jc'^  -h  J^  +  i6s^  +  \6t'-; 

Par   m.   J.   LIOU VILLE. 


1.  Cette  forme  se  rattache  aux  précédentes.  Prenant  donc  un  en- 
tier n  pair  ou  impair  que  nous  représenterons  par  2'^in^  m  étant  im- 
pair et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro,  nous  aurotis  à  consi- 
dérer la  sonune  Ç,  (m)  des  diviseurs  de  m  et  une  autre  somme 


relative  aux  entiers  positifs  /  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

///  =  /'-  +  liS^, 

où  l'entier  s  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif.  C'est  de  ces 
deux  fonctions  numériques  que  dépend  le  nombre  N  des  représenta- 
tions de  n  par  la  forme 

et  voici  connnent  on  peut  calculer  dans  chaque  cas  donne  ce 
nombre  N. 

'I.  Soit  d'abord  n  impair,  n  =  m.  Il  est  évident  que  l'on  a  N  ^  o, 
si  m  est  de  la  forme  4/  +  3.  Il  n'en  est  pas  de  même  quand  m  est  de 
la  forme  f\  /  +  i ,  qui  comprend  ces  deux  autres  8  A  4-  i ,  8  A'  -t-  5.  Ou  a 


N  =  ?,(/«)  4- 3;2(-i) 
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si  »i  =  8A:  -H  I ,  et 

si  m  =^  8k  -h  5. 

C'est  la  première  de  ces  deux  formules  que  l'on  doit  employer  pour 
m  =  I .  Elle  donne  alors 

N  =  4; 

et  cela  s'accorde  avec  les  deux  équations 

I  =  (±  i)^  +  o*  +  16.0-  4-  16. o% 
1  =  o^  +  (±:  0'  +  t6.o^  +  16. o% 

dont  chacune  fournit  deux  représentations. 
Pour  /«  =  9,  il  vient 

N  =  i3  -  3.3  =  4; 

et  c  est  ce  qui  est  vérifié  par  les  équations 

9  =  (±:  3)-  4-  o-  -I-  16.0*  +  i6.o% 
9  =  0^  +  (i:3)-  -h  iG.o^  -!-  16.0". 

Enfin  pour  ;n  =  17,  on  a 

N  =  18  +  6  =  24. 
Or  les  équations 

17  =  |-  -I-  4'  -I-  16.0^  +  16.0^, 
17  =  r-"  +  o^  +  16. 1^  +  16.0^, 

donnent  en  effet  pour  le  nombre  17  vingt-quatre  représentations  si 
l'on  affecte  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  si  l'on  opère  les  permutations  convenables. 

5.  Soit  actuellement  n  impairement  pair,  n  =  im.  On  aura  encore 
N  =  osi/?j  =  4/  +  3.  Mais  si  m  est  de  la  forme  4  ^  +  i  >  on  distinguera 
deux  cas. 
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On  aura 

si  TO  =  8A  +  I ,  mais 

N  =  aÇ,  (m)-  2  2(-i)  '    / 

si  m  =  8k  -h  5. 

Ainsi  le  nombre  2  a  quatre  représentations  conteiuies  dans  rétjua- 
tion 

2  =(zt:  1)-  +  {rt  i)*  +  16.0-  -f-  16.0*; 

et  le  nombre  10  en  a  huit,  qui  répondent  aux  équations  ci-apres  : 

io  =  (±  i)^  +  {±  3)^  4- 16.0-  +  16. o=. 
10  =  (±:  "3)^  -I-  (±:  1  )-  -H  16.0-  +  16.0-. 

i.  Prenons  enfin  n  pairement  pair,  n  =  a^m,  «  >  r.  L'équation 

l'^in  =  jc'-  -h  >•*  -f-  i6z^  +  161'- 

ne  pouvant  alors  subsister  qu'avec  x  et  j- pairs,  on  aura  jc  ^=  2.r,, 
jr  ==  iji,  partant 

2"''  m  =  x'J-t- j'f  +  4  (z-  H-  f  j, 

de  sorte  qu'on  retrouvera  une  équation  déjà  discutée  (dans  le  cahier 
de  septembre  1860).  On  est  ainsi  conduit,  pour  le  nombre  N  des  re- 
présentations d'un  nombre  pairement  pair,  n  ou  2" m,  par  la  forme 

jf*  -hj-  -t-  i6z'-  -f-  16^^, 

qui  nous  occupe  ici,  aux  conséquences  suivantes, 

1°  Pour  n  divisible  par  4,   "on  par  8,  n  =  /im,   on   a   N  =  o   si 
m  =  4/  +  3.  Mais 

N  =  4Ç,  ('«) 
si  m  =  4  ^  -+-  I  • 
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Ainsi  le  nombre  4  a  quatre  représentations,  fournies  par  les  deux 
équations 

4  =  {±  2)^  +  o= -h  16.0^  +  16.0-, 

4  =0-  +  (±2)-  +  16.0-  +  16.0-. 

1"   Pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  n  =  Sm,  quelle  que  soit  la 
forme  linéaire  de  m,  on  a 

N  =  4Ç,  ('«)• 

3"  Pour  //  divisible  par  16,  non  par  Sa,  n  =:  iGin,  on  a  également 
inie  seule  formule  : 

4"  Enfin  pour  n  divisible  par  Sa,  n  —  1" m,  a  >  4^  on  a  invariable- 
ment 

N=24Ç,('n), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m  et  quelque  grand  que  l'expo- 
sant a  puisse  devenir. 


PURES  ET  APPLIQUEES. 


ARCS  DES  COURBES  PLANES  OU  SPHERIQUES 

CONSIDÉRÉES  COMME  ENVELOPPES  DE  CERCLES; 
Par  m.  MANIVHEIM. 


Les  arcs  des  ovales  de  Descartes  dépendent  en  général  d'une  trans- 
cendante compliquée.  M.  William  Roberts  a  fait  voir  que  La  dijjérence 
des  arcs  de  cette  courbe  compris  entre  deux  rajons  vecteurs  issus 
d'un  joyer  est  exprimable  en  arc  d^ ellipse  [*].  Pour  arriver  à  ce  théo- 
rème, M.  Roberts  examine  les  courbes  représentées  par  l'équation 
polaire 

(i)  r*  —  2rfï  +  a  =  o, 

où  O  désigne  une  fonction  quelconque  de  l'angle  polaire  '/j,  a  une 
quantité  constante,  et  calcule  la  somme  et  la  différence  des  arcs  com- 
pris entre  deux  rayons  vecteurs  issus  du  pôle.  Remarquant  ensuite 
que  l'équation  polaire  de  l'ovale  de  Descartes  est  de  la  forme  (i),  l'un 
des  foyers  étant  pris  pour  pôle,  il  arrive  à  son  théorème,  en  étu- 
diant ce  que  devieiment  alors  les  expressions  trouvées  dans  le  cas 
général  pour  la  somme  et  la  différence  des  arcs  compris  entre  deux 
rayons  vecteurs. 

Interprétons  les  résultats  généraux  trouvés  par  M.  Roberts,  et  pour 
cela  définissons  géométriquement  les  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion (i). 

Construisons  [fig-  i)  la  courbe  p  =  il,  et  désignons-la  par  (A)  ;  décri- 
vons du  pôle  P  comme  centre  une  circonférence  ayant  pour  rayon  sfâ-; 


[*]  Journal  de  Mathématiques,  t.  XV,  p.  194. 
Tome  VII  (a'  série).  —  Avril  1862. 
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enfin  construisons  la  courbe  enveloppe  des  perpendiculaires  élevées 
de  tous  les  points  de  (A)  aux  rayons  vecteurs  qui  y  aboutissent,  et 
désignons  cette  courbe  par  (B). 

Je  dis  que  la  courbe  enveloppe  (E)  des  circoulereiices  décrites  de 
tous  les  points  de  (  B)  comme  centres  et  coupant  oriliogonalement  la 
circonférence  de  rayon  ya  a  pour  équation  jjolaire 

r'^  —  2  ri)  +  a  =  o. 

Cherchons  en  quels  points  une  de  ces  circonférences  décrite  d'un 

Fiu.  I. 


point  quelconque  M  de  (  B)  touche  son  enveloppe  (E).  Ces  points  ne 
sont  autres  que  les  points  d'intersection  de  la  circonférence  (M)  avec 
une  circonférence  infiniment  voisine  (M,)  ayant,  comme  la  première, 
pour  centre  nu  point  M,  de  (B)  et  coupant  oriliogonalement  la  cir- 
conférence de  rayon  ya.  Le  point  P  étant  le  centre  de  la  circonférence 
coupée  oriliogonalement  par  (M)  et  (M,),  fait  partie  de  l'axe  radical 
de  ces  circontéreuces,  on  sait  en  outre  que  cet  axe  radical  est  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres  MM,;  il  faut  donc,  pour  l'obtenir, 
abaisser  une  perpendiculaire  du  point  P  sur  MM,.  Lorsque  M,  se 
rapprochant  indéfiniment  de  M,  arrive  à  se  conlondre  avec  ce  point, 
la  tiroite  MM,  devient  tangente  à  (B)  en  M,  et  la  perpendiculaire  PI 
abaissée  de  P  sur  d  tte  tangente  coupe  (M)  aux  points  où  elle  touche 
son  enveloppe. 
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Désignons  par  C  et  C  ces  deux  points;  d'après  la  manière  dont  ils 
sont  déterminés,  on  voit  que 

PC  +  PC  =  a  PI 
et  que 

PC  X  PC  =  «, 

et  comme  PI  est  le  rayon  vecteur  de  (A),  on  a 
PC+  PC=  2Û. 

Les  deux  longueurs  PC  et  PC  sont  donc  les  racines  de  l'équa- 
tion (i)  pour  une  valeur  déterminée  de  w,  et  lorsque  l'on  fait  varier  le 
point  M  sur  (B)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  point  I  sur  (A),  et  par 
suite  la  valeur  de  oj,  le  points  C  et  C  décrivent  la  courbe  (E),  dont 
l'équation   polaire  est  alors  (i). 

Nous  sonunes  ainsi  conduit  à  considérer  l'équation  [i)  comme  repré- 
sentant une  courbe  enveloppe  de  cu-conférences.  Les  arcs  dont  nous 
allons  nous  occuper  sont  comptés  à  partir  de  points  correspondants 
tels  que  C  et  C  et;  limités  à  d'autres  points  correspondants.  Pour  plus 
de  commodité  dans  le  langage,  nous  dirons  que  ces  arcs  sont  corres- 
pondants Ainsi  lorsque  nous  considérerons  un  arc  de  (B)  et  que  de 
tous  les  points  de  cet  arc  nous  décrirons  des  circonférences,  ces 
courbes  détermineront  sur  chaque  branche  de(E)  deux  arcs  qui  sont 
nos  arcs  correspondants. 

Ceci  posé,  interprétons  géométriquement  les  résultats  de  M.  Roberts. 
En  désignant  par  s,  et  i^,  deux  arcs  correspondants,  ce  géomètre 
trouve 


f2  =  2j  y/ — ^,,  _  ^      ndf,i, 


où  il'  désigne  la  déiivée  de  Q,  par  rapport  à  w. 

-—  est  la  sous-normale  de  (A);  d'ailleurs  la  normale  à  cette  courbe 

16.. 


ia4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

au  point  I  passe  par  le  point  D  où  la  normale  MD  à  (B)  rencontre  la 
perpendiculaire  élevée  du  point  P  à  PI;  on  a  donc 


^      ou      iy  =  PD. 


PI  étant  égal  à  0  et  PD  à  Q.',  \'ù-  -+-  9.'^  est  égal  à  ID,  c'est-à-dire  a  la 
normale  en  I  à  (B)  ou  à  son  égal  MP. 

\!Ù-  -h  Q.'-  —  (X  ou  y  MP  —  a  est  la  longueur  de  la  tangente  3IT 
menée  de  M  à  la  circonférence  (P)  de  rayon  \a.,  et  par  suite  eile 
n'est  autre  que  le  rayon  MC  de  la  circonférence  (M). 

v'ii"  —  a  ou  y  PI  —  a  est  la  tnngente  menée  de  I  à  la  circonférence 
(P)  de  rayon  v«-  Cette  tangente  est  égale  à  IC,  puisque  les  cuconfé- 
rences  (M)  et  (P)  se  coupent  orthogonalement. 

Les  égalités  '  2)  et  (3)  peuvent  donc  s'écrire 

,  ,s  TMcxpi  ,  r,,„  , 

(2')  s,  -h  s^—  1  j  — ^ —  fVo)  =  2  j  MN.r/«, 

(3')  s,  —  s.=  1  CmCcÎm. 

Les  formules  [1)  et  (3)  ont  été  établies  en  supposant  que  toutes  les 
cordes  de  contact  analogues  à  CC  passent  par  un  même  point  fixe  P, 
mais  les  formules  (2')  et  (3')  sont  évidemment  applicables  aux  cas  ou 
les  circonférences  variables  ont  leurs  centres  sur  une  courbe  quel- 
conque, leurs  rayons  variant  suivant  une  loi  arbitraire.  Dans  ce  der- 
nier cas,  évidemment  aussi  les  cordes  de  contact  analogues  à  CC  en- 
veloppent une  courbe  quelconque.  Pour  appliquer  l'équation  (2';,  on 
déterminera  MN  en  considérant  pour  la  corde  de  contact  correspon- 
dante à  une  circonférence  (M),  le  point  P  où  elle  touche  son  enve- 
loppe. 

Arrivons  à  la  démonstration  directe  des  formules  (2')  et  (3'  ,  dé- 
monstration qui  fera  bien  comprendre  à  quoi  tient  la  simplicité  de  ces 
formules. 

De  tous  les  points  d'une  courbe  (B),  on  décrit  des  circonféiences 
dont  les  rayons  varient  suivant  une  loi  quelconque;  on  demande  les 
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relations  qui  existent  entre  les  arcs  correspondants  de  la  courbe  (E) 
enveloppe  de  ces  circonférences. 

Soient  CC  la  corde  de  contact  de  la  circonférence  (M)  avec  (E)  et  P 
le  point  où  CC  touche  l'enveloppe  des  cordes  de  contact  telles  que  CC. 
En  désignant  par  ds,  et  par  ds2  les  arcs  élémentaires  déterminés  sur  (E) 
par  deux  cordes  infiniment  voisines,  on  a 

ds,  =  NCrfoj, 
ds^  =  N'C'dM, 

do)  étant  l'angle  de  contingence  en  P  de  la  courbe  enveloppe  des 
cordes  telles  que  CC;  mais  comme  ces  cordes  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  tangentes  de  (B),  do)  est  aussi  l'angle  de  contin- 
gence de  cette  dernière  courbe  en  M.  En  ajoutant  et  retranchant  les 
deux  égalités  que  nous  venons  d'écrire,  on  a 

ds,  -hds^  =  (NC  +  N'C)//«  =  2M^d'j>, 
ds,  -  ds.  =  (NC  -  N'  C)  r/oj  =  aMCrfoj, 

puisque  les  triangles  CMC  et  N'MN  sont  isocèles.  En  intégrant,  nous 
avons  les  formules  (2')  et  (3'),  et  nous  voyons  que  c'est  parce  que  les 
cordes  de  contact  telles  que  CC  coupent  respectivement  les  deux 
branches  de  (E)  sous  des  angles  égaux,  que  ces  formules  sont  aussi 
simples.  On  doit  remarquer  qu'elles  se  changent  l'une  de  l'autre,  lors- 
que le  point  P,  au  lieu  d'être  sur  le  prolongement  de  CC,  comme  nous 
l'avons  supposé,  est  entre  les  poirits  C  et  C. 

Passons  aux  applications  des  formules  (2')  et  (3'). 

L'une  de  ces  applications  est  relative  à  certaines  courbes  que  nous 
allons  définir  et  qui  jouent  un  grand  rôle  dans  la  théorie  des  caus- 
tiques. 

Ijorsque  des  rayons  émanés  d'un  point  sont  réfléchis  par  une 
coiu'be,  ils  enveloppent  une  caustique  pair  éjlexion.  Le  lieu  des  points 
qu'on  obtient  en  portant  sur  chaque  ravon  réfléchi  une  longueur 
égale  à  celle  du  rayon  incident  est  une  trajectoire  orthogonale  des 
rayons  réfléchis;  c'est  une  développante  particulière  des  caustiques. 
J.  Bernoulli  a  donné  à  ces  courbes  le  nom  à' anticaustiques. 
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Nous  étendons  cette  expression  danticaustique  à  la  courbe  analogue 
que  l'on  obtient  dans  le  cas  de  la  réfraction,  en  considérant  non  plus 
un  point  lumineux,  mais  une  courbe  d'où  s'échappent  noiinalement 
les  ravons  lumineux. 

Voici  comment  nous  définirons  V anticnustiqup  dans  le  cas  de  la 
léfraction. 

IS anticaustique  est  l'enveloppe  d'une  suite  de  cercles  dont  les  centres 
décrivent  la  ligne  dirimante,  dont  les  rayons  sont  aux  distances  de 
ces  points  à  la  courbe  lumineuse  dans  un  rapport  constant  qui  est 
l'indice  de  réfraction  [*].  Cette  courbe  a  deux  branches  que  l'on  dis- 
tingue par  le  signe  de  l'indice.  Ces  deux  branches  peuvent  être  ou  ne 
pas  être  des  courbes  distinctes;  nous  désignons  toujours  leur  en- 
semble sons  le  nom  (.V anticaustique  complète  [**]. 

Soient  (L)  (Jig-  2)  une  courbe  lumineuse,  (D)  une  ligne  dirimante, 


AR  lui  rayon  lumineux  réfracté  suivant  BE,  C  le  point  correspondant 
de  l'anticaustique.  déterminé  de  telle  façon  que  ^  égale  l'indice  de 
réfraction  X.    L'anticaustique  complète  est  l'enveloppe  des  circonfé- 


[*]  Ces  courbes  ont  été  étudiées  par  M.  Quételet  sous  le  nom  de  caustiques  secnn- 
rlnirrs. 

[**]  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  XX,  p.  220.' 
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reiices  telles  que  1  B),  décrite  de  B  comme  centre  avec  BC  pour  rayon. 
En  appliquant  ce  qui  précède,  on  a  pour  la  différence  des  arcs  élé- 
mentaires correspondants  sur  cette  coiube 

(is,  —  ds^  =  aBCr/oj, 

(l'ji  étant  l'angle  de  contingence  de  (D)  en  B. 

Pour   une   autre    anticaustique  complète  correspondante  à  l'indice 

AR 
^:--.ona 

r/y,  —  ds\_  —  ihGd',). 
En  divisant  membre  a  membre  ces  deux  égalités,  il  vient 
ds,  —  ds,         BG         1 


et  en  intégrant. 


ds,  —  ds.^         ce 


GG,  —  G'  G', 
CCT^^C'C, 


Un  peut  donc  dire  :  Pour  deux  nnt.icaitsli(jues  complètes  relatives 
à  la  même  courbe  lumineuse ,  à  la  même  ligne  dirimaiite  et  ne  dijjé- 
rarit  que  par  les  indices  de  réfraction,  les  dijférences  [*]  des  arcs 
correspondants  sont  dans  le  rapport  inverse  de  ces  indices. 

On  introduit  l'arc  de  la  courbe  lumineuse  elle-même  en  faisant 
jui  =:  I,  il  vient  alors 

AA,  —  A' A',   _ 

ce,  —  C  C,  ~ 

Dans  le  cas  particulier  oii  (L)  se  réduit  à  un  point  lumineux,  la 
courbe  A' A',  n'est  autre  que  la  courbe  que  l'on  obtient  en  abaissant 
du  point  lumineux  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  (D),  et  en 
prolongeant  ces  droites  de  longueurs  égales  à  elles-mêmes.  En  d'autres 
termes,  la  courbe  A,  A',  est  semblable  à  la  podaire  de  la  ligne  diri- 
mante  correspondante  au  point  lumineux.  Nous  pouvons  donc  dire  : 

[*]  Dans  cerlains  cas,  d'après  une  remarque  faite  précédemment,  il  faudrait  dire  les 
sommes. 
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La  difjérence  des  aies  correspondants  d'une  anticaustique  complète 
relative  à  un  point  lumineux  est  exprimable  en  arc  de  la  podaire  de 
la  ligne  dirimnnte  prise  par  rapport  à  ce  point  lumineux. 

Prenons  une  circonférence  O  pour  ligne  dirimante  et  un  point  F, 
pour  point  lumineux;  dans  ce  cas  l'anticaustique  complète  est  un 
ovale  de  Descartes  [*].  D'après  la  propriété  générale  que  nous  venons 
d'énoncer,  nous  voyons  immédiatement  que  la  différence  des  arcs 
correspondants  d'un  ovale  de  Descartes  est  exprimable  en  arc  de 
podaire  d'un  cercle,  mais  cette  courbe  a  des  arcs  exprimables  en  arcs 
d'ellipses  [**]  :  donc  la  différence  des  arcs  correspondants  d'un  ovale 
de  Descartes  est  exprimable  en  arc  d'ellipse. 

Nous  n'avons  encore  ainsi  qu'une  partie  du  théorème  de  M.  Roberts, 
car  il  faut  remarquer  que  les  arcs  correspondants  de  l'ovale  de  Des- 
cartes ne  sont  pas  compris  entre  des  droites  passant  par  le  point  lumi- 
neux, l'our  savoir  comment  sont  disposés  les  arcs  correspondants  des 
ovales  de  Descartes,  il  faut  connaître  quelques  propriétés  de  ces 
courbes. 

Les  cordes  de  contact  des  circonférences  dont  l'enveloppe  est  l'ovale 
de  Descartes,  anticaustique  complète  du  cercle,  passent  par  un  point 
fixe.  Ce  point  est  lui  foyer  de  la  courbe.  C  est  entre  des  droites  issues 
de  ce  foyer  que  sont  compris  les  arcs  correspondants. 

L'ovale  de  Descartes  considéré  comme  anticaustique  complète  du 
cercle  correspondant  à  un  point  lummeux  a  sur  son  axe  trois  foyers 
réels.  Il  peut  être  considéré  comme  enveloppe  de  cercles  de  trois 
manières  différentes.  La  courbe  se  compose  de  deux  branches  (E)  et 
(E'S  :  l'une  (E)  renferme  complètement  l'autre  (E');  au  dehors  de 
la  plus  grande  se  trouve  un  foyer  F,,  dans  l'intérieur  de  l'autre  les 
(\e.\i\  autres  foyers  F.,  et  F3,  Fj  est  entre  F,  et  F3. 

Deux  droites  issues  du  foyer  F,  comprennent  sur  la  même  brandie 
des  arcs  correspondants  dont  on  doit  prendre  la  dijjérenâe. 

Deux  droites  issues  du   foyer   F^  comprennent  sur  l'iiiie  et  l'autre 

[*]  Ce  théorème  esl  de  M.  Quételet. 

[**]  On  arrive  facilement  à  ce  résultat  en  cherchant  l'expression  de  l'arc  élémentaire 
d'une  ellipse  engendrée  par  un  point  du  plan  d'une  circonférence  qui  roule  dans 
une  autre  de  rayon  double. 
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branche   des  arcs   correspondants   dont  on    doit  prendre   la  somme. 

Et  ponr  le  foyer  F3,  on  doit  prendre  sur  l'une  et  l'autre  branche  les 
arcs  correspondants  et  faire  leur  dijjéretice. 

Nous  pouvons  résumer  ces  différents  cas  de  la  manière  suivante  : 

Dans  un  ovale  de  Descartes,  la  différence  des  arcs  correspondants 
compris  entre  des  rajotts  xwcteurs  issus  de  l'un  des  foyers  extrêmes 
est  exprimable  en  arc  d'ellipse;  pour  lefojer  moyen,  c'est  la  somme 
des  arcs  corresponda?its  (/ni  est  exprimable  en  arc  d'ellipse. 

Nous  venons  de  trouver  pour  une  ligne  dirimante  donnée  comment 
on  peut  exprimer  la  différence  des  arcs  correspondants;  proposons- 
nous  le  problème  inverse  et  cherchons,  par  exemple,  la  ligne  dirimante 
donnant  lieu  à  une  anticaustique  complète  correspondante  à  un  point 
lumineux,  telle,  que  la  différence  des  arcs  correspondants  soit  égale  à 
une  portion  de  droite. 

D'après  ce  qui  précède,  il  suffit  de  prendie  pour  ligne  dirimante  la 
courbe  qui  jouit  de  la  propriété  d'avoir  une  droite  poui-  podaire.  Cette 
courbe  est  une  parabole.  Donc  la  difjërence  des  arcs  correspondants 
de  V  anticaustique  complète  d'une  parabole,  le  foyer  étant  le  point 
lumineux,  est  égale  à  un  segment  de  droite  que  l'on  peut  facilement 
construire. 

Revenons  à  l'ovale  de  Descartes,  que  nous  n'avons  considéré  que 
comme   anticaustique  du  cercle.  L'équation  polaire  de  cette  courbe 

(4)  çi"^  —  ap  [a  -\-  b  cos6)  +  c-  =  o 

étant  de  la  forme  (i),  cet  ovale  possède,  comme  toutes  les  courbes 
représentées  par  l'équation  (i),  la  propriété  de  se  transformer  en  elle- 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle  de  transformation 
étant  au  pôle  d'où  partent  les  rayons  vecteurs,  et  la  constante 
de  transformation  étant  le  terme  tout  connu  de  l'équation  polaire. 
Le  pôle  de  transformation,  en  vertu  de  la  propriété  qu'il  possède  de 
permettre  de  transformer  la  combe  en  elle-même,  est  appelé  pôle 
principal  [*]. 

[*]  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  XX,  p.  218. 

Tome  VII  (o«  série).  —  Avril  i86i.  I  '] 
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En  nous  reportant  à  la  définition  géométrique  des  courbes  repré- 
sentées par  l'équation  (i),  nous  voyons  qu'on  peut  définir  l'ovale 
de  Descartes  comme  étant  la  courbe  enveloppe  d'une  suite  de  ciicon- 
férences  dont  les  centres  décrivent  une  circonférence  donnée  et  qui 
coupent  orthogonnlenient  une  autre  circonjei e.nce  donnée. 

Le  centre  de  cette  dernière  est  le  pôle  principal  de  transformation. 

Nous  disons  que  les  centres  des  circonférences  variables  décrivent 
une  circonférerice,  parce  que,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précé- 
demment, ils  sont  sur  la  courbe  enveloppe  des  perpendiculaires  élevées 
aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  de  la  courbe  dont  l'équation  po- 
laire est 

p,  ^=  a  -h  b  cos5, 

et  cette  courbe  est  une  podaire  de  cercle. 

On  doit  remarquer  que  le  pôle  principal  de  l'ovale  se  confond  avec 
1  un  des  foyers,  et  comme  les  trois  foyers  jouent  le  même  rôle,  il  ré- 
sulte immédiatement  de  là  et  de  ce  qui  précède  que  l'ovale  de  Des- 
cartes a  trois  pôles  principaux  et  est  de  trois  manières  différentes 
l'enveloppe  des  cercles  qui  ont  pour  centres  radicaux  les  trois  pôles 
jjrincipaux;  enfin  que  les  centres  des  circonférences  vaiiables  décrivent 
trois  circonférences  [*]. 

L'anticanstique  du  cercle  a  donc  trois  pôles  principaux,  mais  en 
considérant  l'ovale  de  Descartes  comme  enveloppe  de  cercles  dont  les 
centres  décrivent  une  circonférence  et  qui  coupent  orthogonalement 
un  cercle  donné,  on  n'a  plus  toujours  trois  foyers  réels  et  par  suite 
trois  pôles  principaux  sur  l'axe.  Il  suffit,  poiu-  le  voir,  de  considérer  le 
cas  où,  pour  définir  ainsi  l'ovale  de  Descartes,  on  prend  deux  circon- 
férences qui  se  coupent.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  arcs  correspondants  de 


[*]  Pour  compléter  ceci,  nous  dirons  que  ces  trois  circonférences  sont  concen- 
triques. Cette  ])iopriélé  m'a  été  indiquée  par  M.  Moutard,  qui  y  a  été  conduit  comme 
conséquence  d'une  propriété  générale,  dont  il  veut  bien  me  permettre  de  faire  ici 
niention  :  Les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  peuvent  se  transforrtier  en  elles-mêmes 
par  rayons  -vecteurs  réciproques  ont  quatre  pôles  principaux,  elles  peuvent  être  considé- 
rées de  ijuatre  manières  différentes  comme  enveloppes  de  cercles,  les  centres  de  ces  cir- 
conférences sont  sur  (juntrc  coniques  homofocales. 
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l'ovale  de  Descartes  sont  toujours  compris  entre  des  droites  issues  d'ni) 
pôle  principal. 

Enfin,  pour  terminer  ce  qui  est  relatif  aux  courbes  planes,  exa- 
minons la  courbe  enveloppe  d'une  suite  de  cercles  décrits  de  tous  les 
points  d'une  courbe  quelconque  comme  centres  avec  les  rayons  de 
courbure  correspondants  pour  rayons.  Les  points  où  l'une  de  ces 
circonférences  touche  son  enveloppe,  se  trouvent  sur  une  perpendi-. 
culaire  à  la  tangente  eu  ce  point  à  la  courbe  donnée  et  passant  par 
le  centre  de  courbure  de  la  développée  de  cette  courbe  correspon- 
dant au  même  point.  En  d'autres  termes,  l'enveloppe  des  cordes  de 
contact  des  circonjérences  variables  avec  leur  enveloppe  est  la  troi- 
sième développée  de  la  courbe  donnée. 

Ees  points  où  ces  circonférences  touchent  leur  enveloppe  sont  d'un 
même  côté  par  rapport  au  point  où  la  ligne  qui  les  contient  touche 
son  enveloppe,  il  y  a  tlonc  lieu  de  considérer  la  différence  des  arcs  cor- 
respondants de  l'enveloppe  que  nous  examinons.  Comme  les  cucon- 
férences  variables  ont  povu-  rayons  les  rayons  de  courbure  de  la  courbe 
<lonnée,  on  a  pour  cette  différence 


/  pet'», 


c'est-à-dire  deux  fois  la  longueur  de  la  courbe  donnée. 
Nous  pouvons  donc  dire  : 

Lorsque  de  tous  les  points  d  un  aie  d'une  courbe  donnée  comme  centres 
avec  les  rayons  de  courbure  pour  ray  ons  on  décrit  des  circonjérences^ 
ces  courbes  donnent  lieu  à  une  enveloppe  pour  laquelle  la  difjérence 
des  arcs  correspondants  est  égale  à  la  longueur  de  l'arc  considéré. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  examiner  la  développante  du  cercle 
qui  conduit  à  une  courbe  dont  l'équation  polaire  est  de  la  forme  (i). 

Arrivons  aux  lignes  sphériques. 

On  considère  une  sphère  de  centre  O  et  une  courbe  (B)  tracée. sur 
.sa  surface;  de  tous  les  points  de  cette  ligne  comme  pôles,  on  décrit  des 
circonférences  (M)  de  rayon  variable;  on  demande  l'expression  de  la 
différence  des  arcs  correspondants  de  la  courbe  enveloppe  (E)  de 
toutes  ces  circonférences. 
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Soient  M  et  M,  deux  points  infiniment  voisins  de  (B)  ;  de  ces  points 
comme  pôles  décrivons  des  petits  cercles,  les  plans  de  ces  cercles  sont 
lespectivement  perpendiculaires  aux.  lignes  OM,  OM,,  et  par  suite  la 
droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  est  perpendiculaire  au  plan 
MOM,.  Lorsque  M,  se  confond  avec  M,  ce  plan  est  tangent  suivant  OM 
à  la  surface  conique  que  l'on  obtient  en  joignant  le  centre  O  à  tous 
les  points  de  (B). 

Désignons  par  CC  la  droite  d'intersection  des  plans  des  circonfé- 
rences (M)  et  (M,  ),  C  et  C  étant  les  points  de  contact  de  (M)  avec  (E  . 
La  droite  CC,  intersection  des  plans  des  circonférences  (M)  et  (M,), 
peut  être  considérée  comme  une  génératrice  de  la  surface  dévelop- 
pable  enveloppe  des  plans  des  circonférences  telles  que  (M),  et  la 
courbe  (E)  peut  être  aussi  considérée  comme  l'intersection  de  la 
sphère  avec  cette  développable. 

Les  génératrices  de  cette  développable  sont  respectivement  perpen- 
diculaires aux  plans  tangents  à  la  surface  conique  dont  le  sommet  est 
en  O  et  dont  (B)  est  la  directrice;  CC  et  la  génératrice  voisine  font 
donc  entre  elles  ini  angle  qui  est  égal  à  l'angle  du  plan  tangent  sui- 
vant OM  à  la  surface  conique  [O,  (B)  j  avec  le  plan  tangent  infiniment 
voisin,  et  ce  dernier  n'est  autre  que  l'angle  de  contingence  géodésique 
de (B) en  M. 

Ceci  posé,  appliquons  sur  un  plan  notre  développable,  ses  plans 
tangents  et  les  petits  cercles  contenus  dans  ceux-ci.  (E)  se  transformera 
en  une  courbe  (E'I  enveloppe  de  ces  petits  cercles,  et  nous  pouvons 
faire  usage  de  l'expression  trouvée  précédemment  pour  la  différence 
(les  arcs  correspondants  des  courbes  planes.  (E)  et  (E')  ont  même 
longueur,  et  les  rayons  des  petits  cercles  dont  (E')  est  l'enveloppe  sont 
les  sinus  des  rayons  sphériques  des  petits  cercles  (M).  La  génératrice 
ce  devient  après  le  développement  la  corde  de  contact  de  (M)  avec 
(E'),  et  toutes  les  cordes  telles  que  CC  enveloppent  la  transformée  de 
l'arête  de  rebroussement  de  noire  développable.  En  appelant  d-^  l'angle 
de  deux  cordes  de  contact  infiniment  voisines,  nous  avons,  d'après  ce 
qui  précède,  pour  la  différence  des  arcs  correspondants, 


2  /  sinMC.^^/y. 
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Cette  formule  peut  être  immédiatement  employée  dans  le  cas  de  la 
sphère,  puisque  (/y  est  l'angle  de  contingence  géodésique  de  (B) 
en  M;  elle  correspond  à  la  fornude  (3')  et  donne  celle-ci,  lorsqu'on 
suppose  que  le  rayon  tle  la  sphère  est  devenu  infini. 

1,'enveloppe  des  grands  cercles  tels  que  CC  est  l'intersection  avec 
la  sphère  d'une  surface  conique  dont  le  sommet  est  en  O  et  dont  la 
directrice  est  l'arête  de  rebroussement  de  notre  développable.  Cette 
enveloppe  se  réduit  à  un  point,  lorsque  cette  arête  de  rebroussemeiu 
se  réduit  clle-niênie  à  un  point,  c'est-à-dire  lorsque  la  développable  est 
simplement  inie  surface  conique. 

Celle  circonstance  se  présente,  par  exemple,  toutes  les  fois  que  Ion 
considère  la  courbe  d'intersection  d'une  surface  ayant  un  pôle  prin- 
cipal avec  une  sphère  assujettie  seulement  à  la  condition  de  couper  à 
angle  droit  la  sphère  ayant  son  centre  au  pôle  principal  et  pour  rayon 
la  constante  de  la  transformation  qui  permettrait  de  transformer  la 
surface  en  elle-même  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

La  courbe  résultant  de  l'intersection  d'un  tore  et  d'une  sphère 
quelconque  offre  toujours  cette  particularité,  parce  que  tous  les  points 
de  l'axe  du  tore  sont  des  pôles  principaux,  et  qu'il  est  toujours  pos- 
sible de  trouver  un  point  de  cet  axe  qui  sera  le  centre  d'une  sphère 
coupant  à  angle  droit  le  lore  et  la  sphère  donnée.  Ce  point  de  l'axe 
est  le  sommet  d'une  surface  conique  du  second  degré  qui  contient  la 
courbe  d'intersection  du  tore  et  de  la  sphère.  Cette  courbe  peut  être 
considérée  sur  la  sphère  connue  l'enveloppe  de  petits  cercles  décrits  de 
tous  les  points  d'une  ellipse  sphérique  comme  pôles  et  coupant  à  angle 
droit  un  petit  cercle  donné.  Sous  cette  forme,  on  voit  qu'on  peut 
appliquer  la  formule  (5).  Désignons  par  D  la  distance  sphérique  d'un 
point  M  de  l'ellipse  sphérique  au  pôle  du  petit  cercle  donné  de  rayon  R, 
et  par  d-^/  l'angle  de  contingence  géodésique  de  l'ellipse  en  M;  on  a  im- 
médiatement, pour  la  différence  des  arcs  correspondants  de  la  courbe 
dont  nous  nous  occupons, 


/'  v/sin- 1)  —  sin-R    , 

\j  — 7^ —  ^^v- 

On   peut  faire   sur   la   sphère  une   appliiation    de  la    formule   (5) 
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compléteuieiit  analogue  à  ce  que  nous  avons  fait  précédemment  pour 

les  anticaustiques. 

De  tous  les  points  d'une  ligne  sphérique  (B)  comme  pôles,  décrivons 
des  petits  cercles  dont  les  sinus  des  rayons  sphériques  soient  aux  sinus 
des  distances  sphériques  de  ces  pôles  à  une  courbe  donnée  (L)  dans 
un  rapport  constant,  nous  obtiendrons  ainsi  une  courbe  enveloppe  (E) 
et  nous  pourrons  comparer  la  différence  des  arcs  correspondants  de 
cette  courbe  à  celle  des  arcs  correspondants  de  la  courbe  (E,  )  engen- 
drée comme  (E)  et  qui  ne  diffère  de  celle-ci  que  par  la  valeur  du 
rapport  donné.  Le  rapport  de  ces  différences  est,  comme  pour  les 
courbes  planes,  égal  à  l'inverse  du  quotient  des  rapports  constants 
qui  entrent  dans  la  définition  de  (E)  et  de  (E,). 

Lorsque  (L)  se  réduit  à  un  point,  la  différence  des  arcs  correspon- 
dants de  (E)  est  exprimable  en  arc  de  la  courbe  que  l'on  obtient  en 
abaissant  de  ce  point  des  arcs  de  grands  cercles  perpendiculaires  aux 
tangentes  de  (B)  et  en  prolongeant  ces  arcs  de  longueurs  égales  à  eux- 
mêmes. 

Montrons  un  exemple  ou  cette  différence  est  exprimable  en  arc  de 
cercle,  et  pour  cela  rappelons  d'abord  quelques  résultats. 

Si  le  foyer  F  d'une  conique  plane  est  le  point  de  contact  du  plan  de 
cette  conique  avec  une  sphère,  le  cône  ayant  son  sommet  au  centre 
de  la  sphère  et  pour  directrice  cette  conique  coupe  la  sphère  suivant 
une  conique  sphérique  ayant  aussi  F  pour  foyer. 

Le  cône  ayant  le  centre  de  la  sphère  pour  sommet  et  la  podaire 
de  la  conique  plane  correspondante  à  F  pour  directrice,  coupe  la 
sphère  suivant  la  podaire  île  l'ellipse  sphérique  correspondante  au 
même  point  F. 

La  podaire  correspondante  au  foyer  de  l'ellipse  sphérique  dont  l'axe 
focal  augmenté  de  la  distance  sphérique  des  foyers  est  égal  à  27:  est  un 
grand  cercle. 

Si  l'on  joint,  par  des  arcs  de  grand  cercle,  un  point  fixe  fl'une 
sphère  à  tous  les  points  d'un  grand  cercle,  en  prolongeant  chacun 
de  ces  arcs  d'une  longuein-  égale  à  eux-mêmes,  on  obtient  un  petit 
cercle. 

A  l'aide  de  tous  ces  résultats,  on  se  rendra  facilement  compte  de 
l'exactitude  de  la  propriété  suivante  : 
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On  considère  sur  une  sphère  une  ellipse  sphérique  dont  la  distance 
sphérique  des  foyers  augmentée  de  i  'avejocal  est  égale  à  2n,  de  tous  les 
points  de  cette  courbe  comme  pôles  on  décrit  des  petits  cercles  dont 
les  rayons  sphériques  ont  des  sinus  proportionnels  aux  sinus  des  dis- 
tances sphériques  de  leurs  pôles  à  l'un  des  foyers  de  L'ellipse;  la 
différence  des  arcs  correspondants  de  la  courbe  enveloppe  de  ces 
cercles  est  exprimable  en  arc  de  cercle. 

Ces  quelques  résultats  suffisent  pour  montrer  la  nature  fies  appli- 
cations que  l'on  peut  faire  de  la  formule  (5). 

Quant  à  la  formule  (3'),  nous  avons  laissé  de  côté  tout  ce  qui  est 
relatif  à  son  emploi  dans  la  transformation  des  propriétés  d'arcs  de 
courbes  en  propriétés  d'arcs  de  courbes,  soit  à  l'aide  de  la  méthode 
des  polaires  réciproques,  soit  à  l'aide  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 


iH6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

THÉORÈME 

CONCERNANT 

LE  DOUBLE  DU  CARRÉ  D'UN  NOMBRE   PREMIER   8^^  +  3; 
Par  m.  J    LIOUVILLE. 


Soit  m  un  nombre  premier  de  la  forme  8|7.  +  3.  Le  double  de  son 
carré  jouit  de  cette  propriété  que  l'on  peut  poser  au  moins  une  fois,  et 
toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'équation 


X  et  j  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  (naturelle- 
ment de  la  forme  8v  -1-  i)  qui  ne  divise  pas  y.  On  admet  pour  /  la  va- 
leur zéro. 

Ce  théorème  et  celui  que  nous  avons  donné  dans  le  cahier  de  jan- 
vier, au  sujet  de  la  quatrième  puissance  de  m,  ont  entre  eux  une  liai- 
son intime,  comme  on  le  verra  facilement. 

Ajoutons  deux  exemples,  et  d'abord  soit  /h  =  3  :  on  trouve  une 
équation  canonique 

2.3*  =  I-  -H  17.1*. 

Soit  ensuite  /«  =  11.  I^e  nombre  des  équations  canoniques  s'élève 
alors  à  cinq  : 

2. 1 1  -  =  1-  -t-  241  •  1', 
2. 1 1-  =  3"  -h  233.  i-, 
2 . 1 1  -  =  7  -  +  193.1'-, 
Q.  1 1-  =  i3'-  +  73.  I*, 
2. 1  i"  =  i  5-  -I-  17. 1'-; 

le  théorème  est  donc  encore  vérifié. 
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NOTE 


LES   FONCTIONS    a\{x),   etc.,   DE  M.    VvEIERSTRASS; 
Par  m.  a.  CAYLEY. 


Les  fonctions  al(x'),  al  (x),,  al  {x)^^  al  [x)^  de  M.  Weierstrass  sa- 
tisfont respectivement  aux  équations 

d'ail  x)  ,„        rfal(j-)  ,,,,  rfali.r)  ,,      «    ,,     ■, 

■ 1-  2A-'  X  — i—!-  +  ifik  -  — — -^  +  A-  jc^  al  (jc)  —  o, 

d.T^  dx  dh  ^      ' 

— -V--  +  -ik^  X — ^  +  aA-A-'-  — -i—  -|-(A'^  +  A-.r'   al   x  ,  =  o, 

Ax'  dx  dk  '  /        \        ' 

^;  — T-1— ^-1-  2A-X — r 1-  2AA--  — iV-^  -I-  (  I  +  A^  j:-)  al  \x\  =  o, 

[■Jï        dx'  dx  dh  ^  :  \        :^ 

?rf'al(x)3  ,,       d3\[x\  ,,„c/al(x)3         ,,„  ,„      ,        ,,      . 

■  ,  '  +  ik^  X  — i—^  +  2  AA-'^  — jT-^  -I-   A^  H-  A^  j:^    al   .r),  =  o, 

J  .       dx^  d.r  dh  ^  I         \      ic 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  fonctions 

a\[x),      v'^-al  (j;'),,     ^  al  ( ^7)2,     -^Aix\, 

\J /s'  \Jk' 

satisfont  chacune  à  l'équation 

d' z  ,,       dz  ,  j  ,.dz  I  •>      o 

-3-^  +  2A-X  -r-  +  2A:A-''  ^7  +  A- X   z  =  o. 

dx-  dx  dk 

Ecrivons   pour  un    moment  ^,    x   au   lieu   de  x,   A;    les  fonctions 
al  (I),  etc.,  satisfont  à  l'équation 

d' z  „  ^  dz  ,.,  dz  ^  ^„ 

-— tH-  3X-Ç  —  +  2X/.  -  —  -+-  X-  t'^  :  =  o. 

Tome  VII  (2'  série).  —  .\vniL  i8Cu.  '  " 
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Cela  étant,  en  posant 

1  =  ^,     .  =  k, 

on  obtient 

dz  \     dz         d''  z  1   d''  z        dz  x       dz         clz 

dx         J\  d\         dx-         k   de,'         dk  ik\[k  '^^         '^''■ 

et  de  là 

dz  j-r  dz         d'' z         /.  '^'^        <^2  ^2  ^    dz 

d\         '      dx        di^  dx'         d-x         dA         2  A  dx 

L'équation  différentielle  devient  ainsi 

dx'  dx  \  dk         2  A-  dx 

c'est-à-dire 

rf'z  I  +  k-        dz  ,,„  dz  „ 

dx'     ,  /"  dx  dk 

équation  qui  sera  ainsi  satisfaite  par 

"'(;^)'  **»'(^),'  I^'Iti).'  7P''[îi): 


,  d'z  ,,       dz  ,,,.,  /rf;  X    dz\  ,     ., 


Or  en  écrivant 


l'équation  en  2  devient 


k  -h  j=  a, 


(0  ë  +  ^«•^"  £  -  ^  («'- ^)  r.  +  ^' '  =  ^' 

laquelle  est  ce  que  devient  celle-ci 

i^  {l-ax'  +  JC*}^-i-{^l-I)iax-1x')£-2n{a.'-l^)~ 
\  -h  n(n  ~  i)x-z  =  o. 
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en  y  écrivant  —  au  lieu  de  .r,  et  puis  n  =  oo  .  L'équation  (2),  trouvée 

par  Jacobi  [Journal  de  d'elle,  t.  IV,  p.  i85;  1829),  a  la  propriété  que 
voici,  savoir  en  posant 

a  =:  A -t- j>     X  =  \  >f  sinaniM, 

alors  l'équation  est  satisfaite  en  prenant  pour  z  soit  le  numérateur,  soit 
le  dénominateur,  de  la  fonction  rationnelle  de  x  qui  donne  la  valeur 

de  la  fonction  vXsmam  (^,  Xj)  où  >,,  M  sont  le  module  et  le  multi- 
plicateur qui  correspondent  à  la  transformation  de  l'ordre  n  [n  étant 
un  nombre  impair  quelconque). 

L'équation  fut  donnée  par  Jacobi  sans  démonstration.  Je  l'ai  dé- 
montrée [Camb.  and  Dub.  Math.  Journal,  t.  II,  p.  256;  1847)  ^^  '^ 
manière  que  voici,  savoir  en  écrivant 


^=rJEi:\  '  e-iuYi. 


On  obtient  pour  1  l'équation 


—  -2««     A----      -+2«M-^  =  0, 


laquelle. 

en  prenant 

mzYJ 
'"=      K     ' 

mzu 

devient 

d"L  ,  dl 

équation  mentionnée  par  Jacobi,  laquelle  est  satisfaite  par 
I  =  Q(nu,^)     ou     1=  Uhiu,  —  ]^ 

cela  donne  pour  z  deux  valeurs  qui  sont  le  dénomuiateur  et  le  numé- 

18.. 
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lateur  de  la  fraction  dont  il  s'agit.  J'ose  croire  que  ce  doit  être  à  peu 
près  de  cette  manière  que  l'équation  fut  trouvée  par  Jacobi. 

Or  les  solutions  en  question  de  l'équation  (i)  peuvent  être  trouvées 
au  moyen  de  l'équation  de  Jacobi  ;  pour  cela,  au  lieu  des  valeurs  ci- 
dessus  données  de  oo,  u,  j'écris 

ttK'  \fnizii 

ce  cpu  conduit  à  la  même  équation 
laquelle  sera  ainsi  satisfaite  par 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 

2  =  0(vm^),        I  =  H(v'72«). 
L'équation  (2)  sera  donc  satisfaite  par 

^=(^)'        0-"(«)0(v«"), 
ou,  en  se  souvenant  que  6(0;=  i/ .  par 

_  &{ijnu)     ©"(o) 
~      0(0]      '  ©"(«)' 

Or  en  écrivant  -j=  au  lieu  de  x,  pour  faire  ensuite  n  = -x.  ,  nous  avons 
— =  =  v^sinami^, 
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équation  qui  se  réduit  à 


ce  qui  donne 


puisque 

-u'  I  1  —  if  )  —  *■  I    ''"  I  '^"  S'"'  •■"'"  " 

et  u  \  du  \  (7«  sin^aniîi,  en   y   substituant    u  ^ —^■>  contient  le  fai - 

teur  -  et  se  réduit  ainsi  à  zéro.  Donc  on  obtient 
n 

e(o) 

comme  solution  de  l'équation  (i)  qui  se  déduit  de  l'équation  (a;  en  y 
écrivant  -r=  au  lieu  de  x  et  puis  /i  =  »  .  Et  cette  valeur  de  z  est  pre- 

cisément  la  fonction  al  |  -^  1  de  M.  Weierstrass.  On  obtient  de  même 
la  solution 

e(o) 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

._"  Vv^/  X^(""g)' 
qui  est  la  fonction  v'^a'  1  -;=  1  •  Et  d'une  manière  semblable  les  solu- 
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tioiis 

'-        0(0)  .       --        e(o) 

qui  sont  les  fonctions  v/77  al  (  -=  1  ^  -=.  al  (  — =  )  • 
^  V  />'       \^ij,     s/A'       \s/aJ, 

J'ajoute  que  dans  le  Mémoire  cité  (1847)  j'ai  donné  la  suite 


z  =  Co+  C,  — -  +  C2 


1.2.3.4 


Co=K 

C.  =  o, 

C2  =  —  a, 

€3  =  4-  8a, 

C,  =  -32a='-4, 

C5  =  +  128a'  +  96a, 

Cj  =  —  5 1 2  a*  —  gGoa.'  —  ^08, 

C,  =  +  2048  a'  +  7 1 68  a'  +  7584  «, 

Cg  =  -  8i92a«  -  46080a*  -  8832oa=  -  1 5384, 

de  façon  qu'en  général 

C^+2=  —  (2r+  i)(2/'-f-2)CV—  (2/'+2)aCr+,  -(-2 (a*—  4)-;^; 

c'est  le  développement  de  M.   Weierstrass  pour  la  fonction  al  (  -=  )• 
seulement  je  ne  connaissais  pas  alors  l'expression  finie 

1  /  -^  \      '  n  /  ^  \  „^('~y 

al     -=  ),     ou      —7-7  0      -=  )  e     ^        ' 

de  cette  suite.  Je  remarque  en  passant  que   pour  a  ^  2,  la  suite  se 
réduit  a 
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SUR  LA  FORME 

j:^  +  4 J"' -H  8 z-  -\-  ï6t-; 

Par  m.   J    LIOUAILLE. 


On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donné  n 
ou  "x" m  'm  impair,  y.  -=0,  i,  2,  3,...)  par  la  forme 

Entrons  dans  le  détail  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

i"  Soit  n  impair,  n  =  m.  On  a  évidemment  N  ^  o,  si  /n  =  4^  +  3. 
Le  cas  de  m  =  4^  +  •  se  décompose  en  deux  autres. 

Pour  77J  =:  8fjL  +  5,  je  trouve 

N  =  o>,  (m), 

la  fonction  oj,  (m)  étant  celle  que  nous  avons  déjà  tres-souveut  ren- 
contrée et  que  nous  définissons  (au  moyen  des  diviseurs  conjugués  </, 
â  (le  l'entier  impair  m  =  ri&)  par  l'équation 


Pour  m  =  8p.  H-  1,  la  valeur  de  N  est  plus  compliquée.  On  a  en 
effet  alors 

la  somme 


2:(-o 
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se  rapportant  aux  entiers  impairs  et  positifs  r  qui  peuvent  figurer  dans 
l'éqnation 

///  =  /•-  +  7.11^, 

où  l'entier  u  (qui  sera  pair  ici  à  cause  de  m  =  8A:  -f-  f)  doit,  quand  il 
n'est  pas  nul,  être  affecté  successivement  du  signe  +  et  du  signe  — . 

i"  Soit,  en  second  lieu,  n  impairement  pair,  «=  im.   Il  est  clair 
que,  dans  ce  cas,  N  =  o. 

3°  Soit  ensuite  n  divisible  par  l\,  mais  non  par  8,  n  =  [\m.  La  for- 
mule est  alors 

N  =  4^,  [m], 

quel  que  soit  l'entier  niipair  m. 

4°  Mais  pour  n   divisible   par   8,   avec   quotient   pair  ou  impair, 
11  =  i"^ m,  «.'>  1^  la  forme  linéaire  de  m  prend  de  l'influence.  On  a 

N  =  a  (î''-^'—  i)  w,  (ra) 
si  /n  =  8A:  ±  I ,  mais 

N  =  2  (2°'"'  +  i)  w.,  (m) 

si  m  —  8A±3. 

Je   ne  m'arrêterai  pas  à  la  recherche  du  nombre   M  des  solutions 
propres. 
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SUR  T>A  FORME 

.T-  -\-  2 y-  -+-  i6z-  -+-  i6i^  ; 

Par  m.  J    L10U\1LLE. 


Oïl  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donné  ?i 
par  la  forme 

,r-  +  2j-  -+-  i6z-  -+-  i6t^. 

Posons,  comme  d  ordinaire  /i  =  2'^ m,  m  étant  impair  et  l'exposant  a 
pouvant  se  réduire  à  zéro;  puis,  considérons  d'une  part  la  fonction 
oj,  [m]  définie  (au  moyen  des  diviseurs  conjugués  r/,  0'  de  l'entier 
impair  m  =  dâ)  par  la  formule 

et  d'autre  part  la  somme 

/■  —I 

relative  aux  entiers  positifs  r  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

m  =  /  -  +  2:/% 

où  l'entier  u  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif.  De  là  nous 
tirerons  la  valeur  de  N  propre  aux  divers  cas  qui  s'offriront  successi- 
vement. 

Soit  d'abord  n  impair,  n=:m.  Nous  aurons  évidemment   iV  ^  o  si 
?}i  est  de  l'une  des  deux  formes  8  A' —  i,   Sk —  3.  Mais 

N  =  co,(/«)  4- 2  (-•)"'•, 
si  m  est  au  contraire  de  l'une  des  deux  formes  8A  H-  i ,   8A  +  3. 

Tome  vu  (2"  série).  —  Mai  1862.  I9 
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Aiiisi,  pour  m  =  •.  =  \-  -i-  ■?.  .o-,  on  doit  avoii-  N  =  2,  et  cela  s'ac- 
corde avec  l'équalion 

1  =  (  ±:  I )-  -I-  2  .  o^  -I-  1 6 .  o'-  +  1 6  .  o" , 

qui  donne  pour  l'entier  i  deux  représentations.  De  mèuic,  jjour 

7«  =  3  =  1  -  4-  -t(±  i)-, 

on  doit  avou-  N  =  2  +  2  =4  ;    l'équation 

3  =  {±  l)'+   2(±   l)-  +  16.0--!-    l(').0- 

confirnie  ce  fait. 

Pour  m  =  9,   comme  on  a 

9  =  '"  +  2  ;±  2)^ 
et 

9  =  3^  +  2.0^, 

notre  formule  donne  N  =  6.  Or  l'entier  9  a,  en  effet,  six  représenta- 
tions contenues  dans  les  équations  ci-après  : 

9  =  (  i;  1  )-  +  a  (  ±  1)-  -1-  16.0-4-16.  o'-', 
9  =  (± 3)^  -I-  2.0-+  16. o'''  +  16.0-. 

Entin,  poui'  /«  =  1  7  =  3"  4-  a  ,  ±  2)%  il  nous  vient  N  =  12;  et  l'en- 
tier 17  possède  bien  douze  représentations,  en  vertu  des  équations 
que  voici  : 

\-j  =  [±  3)-  4-  2    ±  2  ;-  4-  1 6 .  o-  H-  1 6 .  o- , 

17  ^  [  ±  l)'  4-  2.0-4-  16  (±:  t)-  4-  16.0-, 
l^  =  (±  I  )=  4-  2.0=  4-  16.0-4-  i6(±  l)^ 

Soit,  à  présent,  u  pair,   ti  =  ?/in,   v.  >  o.   L'équation 
■3." m  =  x'-  -t-  i.j'^  -+-  i6z-  -I-  16  z- 
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ne  pouvant  alors  avoir  lieu  qu'avec  x  pair,  jr  =  2X,,  revien  î  a  à 
celle-ci  : 

i^^'m  =  J-  -h  2.TJ  -h  8z-  4-  8<% 

que  nous  avons  discutée  dans  le  cahier  de  février.  Il  résulte  de  là, 
pour  la  détermination  du  nombre  N  des  représentations  d'un  entier 
pair  n  par  la  forme  actuelle 

.r-  +  -ij-  -i-  i6z^  -I-  i6i-, 

les  formules  suivantes  : 

Pour  n  impaireraent  pair,   «  =  am,   on   aura  N  =  o  si   m  est  de 
l'une  des  deux  formes  Sk  —  i ,   8A'  —  3.   Mais 

N  =  2  oj|  [m) 

si  m  est  au  contraire  de  l'une  des  deux  formes  8k  -h  i,  Sk  +  3. 
Pour  n  divisible  par  4,  «on  par  8,  n^=  4m,  on  a 

N  =  2oj|  (/n), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Enfin  pour  n  divisible  par  8,   n  =  2." m,  «  >  2,   on  a 

N  =  2  (2"'^^  —  i)  u,  {m), 

si  m  =  SX  ±  I ,   mais 

N  :=  2  (  '.!^  ^  '  +  i)  oj,  (m), 
SI  ;h=  8A-  ±:  3. 
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SUR  LA  FORME 

a.'-  -h  -2}-  -{-  1  z'-  -h  8 i- ; 

Par  m.  J    Lion  ville 


On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'ini  entier  donné  n 
(ou  2"  in,   m  impair,   a  =  o,  i,  a,-)  P''"'  '^  forme 

.»■-  +   2J-  +   QZ-  -h  St'. 

Voici  ce  que  nous  avons  trouvé  à  cet  égard. 

Soit  d'abord  ii  impair,  n  =  m.  On  a  évidemment  N  =  o  si  m  est 
de  la  forme  8A-  —  i.  Mais  pour  m  de  l'ime  des  deux  formes  S  f{  -h-  r. 
8A  -  3,  on  a 

N  =  2w,  (/h), 

et,  pour  1)1  =  8A  +  3, 

N  =  4''^i  ('")' 

la  fonction   &),(/«)  étant  définie  à  l'ordinaire  par  les  équations 

ni  =  dâ,      0),  («jj  =  V  ^—  i)        d. 
Soit  ensuite  «  pair,   «  =  2'/»,   «>'0.   L'équation 
1"  m  =  j!-^  -i-  2J--  -h  iz^  -Jr-  8t" 
exigeant  alors  que  x  soit  pair,  ,r  ^  sa,,  se  ramènera  à  celle-ci  : 
■i""in  —  y"^  +  z'  +  2.r^  +  4^^ 
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qui  a  été  discutée  dans  le  cahier  de  mars.  D'après  cela,  on  obtient, 
pour  la  détermination  du  nombre  N  des  représentations  d'im  entier 
pair  n,  par  la  forme  actuelle 

les  équations  suivantes  : 

En  premier  lieu,  pour  n  impairement  |)aii',   n  =  iiii,    on  .1 

N  =  4wi  ("0' 

quelle  que  soit  la  lorme  linéaii'c  de  m. 

En  second  lien,  pour  n  pairement  pair,   // :=  2"i>i,    ^  >  1,    on  a 

N  =  2  (  2"  —  1)  0),  [m), 
si  m  =;  HA'  rt  I ,   mais 

N  =  2  (a"  +  i)  'jj,(m), 

si   m  =  (SA  ±  3.   La  forme  linéaire  de  ni  a  (lr)i)c  alors  de  I  iiiHuence. 


ï5o  JOURNAL  UE  MATHÉMATIQUES 

SUR  LA   FORME 

.X-  +  "ij-  -h  l\:^  -+-  i6t-  ; 

Par  m.   J     LIOLMLLE 


Ou  deiiiande  le  nombre  N  des  représentations  d'iui  entier  donné  /i 
(ou   l'in,   /«impair,   a  =  o,   i,  a,.-)   par  la  forme 

Soir  d'abord  n  impair,   //  =  m.  On  aura  simplement 

N  =  w,  [m], 

SI  m  est  de  l'une  des  deux  formes  8A  —  i,   8A"  —  3,   la  fonction  '.j,  {m) 
étant  définie,  comme  d'ordinaire,  par  les  équations 

m^dâ,      o;.(m)  =  ;S(-i)    '  d. 

Mais  si  m  est  au  contraire  de  l'une  des  deux  formes  8A  4-  i .  8/,  +  3.  il 
faut  écrire 

N=c.,  (,«)  +  ;^(-i)  '  r, 
la  somme 

se  rapportant  aux  entiers  positifs  r  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

/«=:/-+   2  ir , 
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ou  l'entier  u,  quand    il   n'est  pas   nul,   doit  èlre   pris  négativement 

comme  positivement.  Au  reste,  cette  dernière   fornude  est  générale, 
car  la  somme 


se  réduit  d'elle-même  à  zéro  quand  m  est  de  l'une  des  deux  foiines 
9,k  -  r,  8A-  3. 

Ainsi  pour  m  =  i  =  i^  -f-  a.o%  on  doit  avoir  N  =  2,  et  cela  s'ac- 
corde avec  l'équation 

I  =  (  ±  i)'  -+-  '2  . o'-  +  4  •  o*  +  I G . o'- 

qui  fournit  pour  le  nombre  »  deux  représentations. 

Pour  ;«  =  3=  1- +  2  (±  i)%  notre  formule  donne  N  =  4.  Or  l'en- 
tier 3  a,  en  effet,  quatre  représentations  contenues  dans  l'équation 
ci-après  : 

3  =  ( ±.  I )'-  +  2{±  1)-  -+■  4 •  o-  +  1 G . 0- . 

Pour  m  =  5,   on  trouve  de  même  IN  =  4-    L'équation 

5  =  (  rt  I  )-  +  2  .  o^  -1-  4  i  ±  I  )"  +  I G .  o- 

s'accorde  avec  cette  valeur  de  IN. 

Enfin  pour  m  =  7,   on  a  ÎN  =  8.    Or  l'équation 

7  =  (  ±  I )■-  +  2  (  ±  I )^  +  4  (  ±  1  )-  +  1 6 . o'-* 

donne,  en  effet,  pour  le  noudjre  7  huit  représentations. 

Le  cas  de  n  pair,  n  =  'l' ui,  a  >  o,  n'offre  aucune  diiticullé;  car 
l'équation 

2"  m  =  JL-'-  +  ■îj'-  +  4z'  +  iGf- 

exigeant  alors  que  .jc  soit  pair,  j-  =  2 a,,  se  change  en  celle-ci  : 
a""^';»  =  )-  +  2.r?  4-  2  :■-  +  8/^ 
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qui  a  fait  l'objet  de  l'article  précédent.  D'après  cela,  on  a  pour  la 
détermination  du  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  pair  n. 
par  la  forme  actuelle 

.*■-  +  ij-  +  4z^  +  i6;% 

les  équations  suivantes  : 

Soit,  en  premier  lien,  n  impairement  pair,   n  =  2111.   On  a  N=  o 
SI  m  est  de  la  forme  8/v  —  i.  Mais 

N  =  2  oj ,  (  m  ) 

si  m  est  de  l'une  des  deux  formes  8A  -h  i ,  8  A  —  3.  Enfin 

]N  =  /,oj,  (.'?z) 
si  ni  =  8  A  +  3 . 

Soil,  en  second  lieu,  11  multiple  de  4,   non  de  8,   )i  =-  \in.    On  a 
alors 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Soit  enfin  n  multiple  de  8,  "  =  1.'^ m,  a  >  2    On  a 

si   ;?z  =  8  A  ib  I ,  mais 

]N  —  2  (a"''  ~  '  -+-  I  )  u,  \in) 
si  m  =  8A  ±  3. 
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SUR  LA  FORME 

x"  -r-  ij"'  -T-  8z'-  -f-  i6<-; 

Par  m.  J    LIOLMLLE. 


Pour  trouver  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donné  n 
(ou  a^'m,  m  impair,  a  =  o,  i,  2,...)  par  la  forme 

X-  +  iy-  +  8s-  -f-  16/^, 

on  n'a  en  quelque  sorte  à  s'occuper  que  du  cas  de  n  impair,  n  =  m. 
Encore  est-il  évident  à  priori  que  N  =  o  pour  les  entiers  de  l'une  des 
deux  formes  SA •+  5,  8 A  +■  7.  Mais  pour  n  =  7n  =  8A-4-3,je  trouve 

N  =  r,  ym\ 

Ç,  [ni)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  m.  Pour  «  =  a«  =  8  A  -)-  i . 
la  formule  (un  peu  plus  compliquée)  est 

N  =  Ç,(m)  +  21(-')"^^ 


la  somme 


se  rapportant  aux  entiers  positifs  /  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

m  =  /^  -f-  [\s-, 

où  l'entier  s  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif. 

Relativement  au  cas  de  n  pair,  «=  l'in^y-^  o,  il  suffit  d'observer 
que  ponr  que  l'équation 

■2" m  =x-  +  2j-  +  8z^  4-  i6<- 

Tome  VII  (a*  série;.  —  Mai  i86?.  20 
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ait  lieu  alors,  il  faut  que  .r  soit  pair,  .r  =  2  J?,,  de  sorte  qu'en  divisant 
par  2  il  vient 

•1^  ~  'm  =  J""  +  2.iJ  +  4  :■-  -f-  H/-, 

équation  que  nous  avons  discutée  dans  le  cahier  de  novembre  1H61. 
De  là  découlent,  pour  le  nombre  N  des  représentations  d  un  entier 
pair  /i  par  la  forme 

.X-  -f-  'ij-  +  8s-  +  16^-, 

les  conséquences  suivantes. 

Pour  n  impairement  pair,  n  =  2m,  on  a 

N  =  Ç,  (m)+2(-'~' 
si  m  =  (SA  -f-  I ,  mais 

SI  m  =  8A-  +  5,  enfin 

N  =  Ç,  [m) 
SI  /«  =  8A ■  +  3  ou  SA  -1-  7. 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  ti  =  !\m,  on  a 

N=  2Ç,(w), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Pour  n  divisible  par  8,  non  par  j6,  «  =  8/«,  on  a 

N  =4Ç//n). 

Pour  //  divisible  par  ]6,  non  par  3v4,  // =  i6//i,  la  formule  est 

N  =  8Ç.(»i). 

Enfin,  pour  71  divisible  par  32,  n=  l'^iii,  a  >  4^  d  vient  uivariabit- 
ment 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.   LIOUVILLE. 


On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donné  n 
(on  -l' m^  m  impair,  ^  =  o,  i,  a,...)  par  la  forme 

oc'^-  +.>"■  -f-  a-"  4-8/-. 

Le  cas  de  n  impair,  n  =  m.  est  très-simple.  En  effet,  dans  l'équation 

m  =  X'  -I-  7-  +  2Z-  +  8t", 

l'un  quelconque  des  deux  enliers  a-,  y  est  paii-,  l'autre  impair.  Le 
nombre  des  solutions  se  réduira  donc  à  moitié  si  l'on  exige  que  l'entier 
pair  soit  toujours  placé  le  second.  Mais  alors  ayant  j  =  2j',,  on  peut 
écrire 

m  —  x'^  -4-  2::;-  +  /ij-f  +  8/-. 

Or  nous  avons  discuté  cette  dernière  équation  dans  le  cahier  de  no- 
vembre 1861.  De  là  résulte,  pour  le  nombre  N  des  représentations 
d'un  entier  impair  ni  par  la  forme  aciuelie 

X-  -\-j''  -+-  22-  +  8i-, 
l'expression  suivante 

Ç,  Im)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  m,  tandis  que  la  somme 
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se  rapporte  aux  entiers  positifs  /qui  peuvent  figurer  clans  l'équation 

m  :=  ■"-  +  4 •S'', 

où  l'entier  j  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatit. 

Le  cas  de  n  pair  n'est  pas  moins  facile,  attendu  que  quand  l'expo- 
sant a  est  >  o,  l'équation 

2''^in  =  oc-  +)■■  +  2Z-  -I-  8/- 

se  ramène  à  celle-ci  : 

a'^^'/nr^X'+Y-  -hZ-  -h  ZjT", 

sans  que  le  nombre  des  solutions  soit  changé.  Or  nous  avons  discuté 
cette  dernière  équation  dans  le  cahier  de  décembre  i86i .  D'après  cela, 
je  trouve,  relativement  au  nombre  N  des  représentations  d'un  entier 
pair  «,  par  la  forme 

x^  +/-  +  2z-  4-  8^-, 

les  théorèmes  suivants. 

Pour  n  impairement  pair,  ii  =  aw,  on  a 


N  =  L/. +  :.(-!)    '    Jç,(m). 


Poiu'  «  divisible  par  4?  non  pa>'  ^^  '*  =^  4'"?  ''  vient 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Pour  II  divisible  par  8,  non  par  i6,  n  =  8/h,  on  a 

Enfin,  pour  ii  divisible  par  i6,  //  =  i^in^  </,  >  ''),  on  a  invariablement 

N  =  24Ç,('«), 
si  grand  que  «  puisse  devenir. 
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SUR  LA  FORME 

jc-  +  _j-  +  4  -■  +  itJ^"  j 

Pau   m.   J    LIOUVILLE. 


Étant  donné  uii  entier  n  ])air  ou  impair  (que  nous  représenterons 
par  a^m,  m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro), 
on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

c'est-à-dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  —■  X-  +  >•-  -+-  4-'  +  16 1', 

où  JC,  J,  z,  t  sont  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Soit  d'abord  n  impair,  ti  =  m.  Il  est  clair  que  l'on  aura  N  =  o,  si 
m  =  4'  +  3.  Mais  pour 

m  =  4  /  +  J  > 
je  trouve 


N  =  2 


?.('«) +1( 


-r-], 


Ç,  (/n)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  m,  et 


se  rapportant  aux  entiers  impairs  et  positifs  i  qui  peuvent  figurer  dans 
l'équation 

m  =  i'-  -h  4-^", 

où  l'entier  s  est  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  né- 
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gahf.  En  effet,  comme  clans  l'équation 

4/  +  I  =  .r-  -hj--  +  4:.-  +  16 1-, 

un  quelconque  des  entiers  x,  j-  est  pair,  l'autre  impair,  on  réduira  a 
moitié  le  nombre  des  solutions  si  l'on  exige  que  j  soit  pair.  Mais 
.ilors  l'équation  à  traiter  peut  s'écrire 

4/  +  1  =  jT-  +  lij-  +  /ji-  +  i6<'-, 
et  l'on  a  vu  (dans  le  cahier  de  mars)  que  le  nombre  des  solutions  est 

De  là,  pour  N,  la  valeur  que  nous  avons  écrite  : 


N  =.  a  [Ç, 


o  +  2(-i)  '  ' 


Ainsi,  poiu-  m  =  i,  on  doit  avoir  N  =  4;  et  cela  s'accorde  avec  les 
équalions 

I  =  (it  i)-  +  o-  4-  4-0-  -f-  16.0", 

1  =  o-  +  (±  I  )-  +  4-0"  +  i6.o-. 

Pour  m  =  ■)  =  î'^  +  4  (  ±  1)-,  on  trouve 

N  =  2  (6  +  2)  =  16. 
Or  les  équations 

5  =  (±  1)"+ (— 2)' +  4-0- +  i6.o^ 
5  =  (±2)-  -H  (±  i)-  +  4-0-  +  16.0-, 
5  =  (±  i)-  +  0=  4-  4  (nt:  i)=  H-  i6.o% 
S  =  o-  +  (±  i)=  4-  4(±'i)'  +  '6-o'. 

fournissent  en  effet  pour  l'entier  5  seize  représentations. 
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Pour  m  =  9  =  3-  -I-  4'0'>  iiofre  formule  donne 

N  =  2  (i3  —  3)  =  20  : 

oi'  on  trouve  aisément  les  vingt  représentations  qu'elle  indique,  au 
moyen  des  équations 

9=  i'-  -h  2'-  -\-  ^.  i-  -T-  16. 0" 
et 

9  =  3-  -f-  o-  +  ^.o-  +  16.C-, 

en  y  affectant  du   double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
pas  nuls,  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 
Soit  enfin  /«  =  i  ^  =  1  -+-  4  { ±  2)-.  Il  viendra 

N  =:  2  (18+  2)  =  4o. 

Voici  les  équations  qui  serviront  à  vérifier  ce  résultat  : 

17=  1^  -(-  4'  +  4o'  +  16.0^, 
17  =  r-  +  o-  +  4-2'  +  16.0', 
17  =  2-  -h  3^  -t-  4-1'  +  16.0-, 

17=   I"  4-  o'-  -r  4-0"  +   '^-  ''• 

Supposons  maintenant  ?i  pair,  n  =  1" m,  a  >  o.  A  l'équalion 

7."  m  =  X-  +   )•-  +  4'"  +  i6<-, 

on  pourra,  dans  ce  cas,  substituer  celle-ci 

2'' ~  ' m  =  j:^  +  j"  -I-  2 2'-  +  8 ^- , 

sans  que  le  nombre  des  solutions  soit  changé.  Or  cette  dernière  équa- 
tion a  fait  l'objet  de  l'article  précédent.  D'après  cela,  on  obtient  faci- 
lement, pour  la  détermination  du  nombre  N  des  représentations  d'un 
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entier  pair  n  par  la  forme 

oc-  ~\- y-  ■+-  i\z-  + 16^-, 

qui  nous  occupe  ici,  les  équations  suivantes. 
Pour  n  impairement  pair,  n  =  2?n,  on  a 

N  =  2Ç,  (m) 
si  »ï  =  4^+  3,  mais 


N 
H2  =  8 A ■+  I ,  et 


si  /n  =  8A-  +  5. 

Pour  n  divisible  par  /j,  non  par  8,  n  =  ^m,  on  a 

N  =  6Ç,  (/n) 
si  w  =  4^  +  ij  niais 

N  =:  2Ç,  [m) 
si  m  =  4^  +  5. 

Ici  cesse  l'influence  de  la  forme  linéaire  de  m.  En  effet,  pour  n  di- 
visible par  8,  non  par  16,  «  =  Swz,  on  a  toujours 

N  =  i2Ç,(m). 

Pour  n  divisible  par  iG,  non  par  Sa,  ?i  =  16 m,  \:\  formule  est 

N  =  8Ç,  {m). 

Enfin,    pour   n  divisible  par  Sa,   avec   quotient   pair   ou    impair, 
n  =  1" m,  a  >  4j  on  a  invariablement 

N=24Ç.(/7Z), 

si  grand  que  v.  puisse  devenir. 
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SUR  LA  FORME 
Par   m    J.   LIOUVILLE. 


On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donné  «, 
par  la  forme 

Nous  ferons,  comme  à  l'ordinaire,  n=  1" m;  puis  considérant  d'une 
part  la  somme  Ç,  [m)  des  diviseurs  de  m,  et  d'autre  part  la  somme 

Si-'"' 
relative  aux  entiers  positifs  /  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

m  =  /■  +  4-5'^, 

où  l'on  prend  l'entier  s  (quand  il  n'est  pas  nul)  avec  le  double  signe 
±,  j'en  tirerai  suivant  les  cas  la  valeur  de  N,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 
Soit  d'abord  «impair,  «  =  772.  On  a  évidemment  N  =  osi7?z:=8A  +  7. 
Mais  je  trouve 

N  =  '.Ç,(m) 
si  /n  =  SA-  -f-  3,  et 

I — I 

N  =  Ç.(/«)  +  2(-0~' 

si   /«  =:  4  ^  -t-   T  • 

Ainsi,  pour  7n  =  3,  on  a 

N  =  2Ç,(3)  =  8: 

Tome  VII  (i*  série).  —  Mai  1862.  21 
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les  équations 

^  =  (±i)-  +  2(=t  If  -h  2.0^  +  16.0- 
et 

3  =  (±  i)-  +  2.0-  -1-  2(=t  i)-  +  16.0* 

coiifiriiient  ce  fait. 

Poiii'  m  ^  II,  il  vient 

iN  =  2?,  (11)  =  24; 
et  c'est  ce  que  l'on  vérifie  de  même  au  moyen  des  équations 

11  =(it  3)-  +  2(±  i)-  +  2.0-  -i-  16.0-, 

I  I  =(±  3)2  4-  2.0-  +  2(±  1)2  +  16.0-, 

II  =(±:  1)-  -h2(zti)^+  2(±  2)=  +  16.0-, 
Il  =  (±:  i)-  +  2(±  9.Y  -^  i{±  0'  +  16. 0-. 

Pour  ni  :=  iQj  je  trouve 

N=  2Ç,  (i9)  =  4o; 

or  c'est  ce  qu'on  vérifiera  au  moyen  des  équations 

ig  =  1-  +  2.1-  +  2.0-  -+-  16.1-, 
19  =  1-  4-  2.3-  +  2.0'-  +  16.0-, 
19  =  3-  +  2.2-  -I-  2.  I*  -t-  16.0-, 

en  y  affectant  du  double  signe  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  o|)érant  les  permutations  convenables. 
Passant  aux  entiers  4^  -+-  i ,  je  iérai  d'abord 

/?i  =  I  =  r-  -H  /(.o-, 

i-i  je  trouverai  N  =  2,  ce  qui  est  évidemment  exact. 
Pour  m  =  5  =  1  -  -i-  4  (=t  i)'-,  la  formule  donne 

N  =  6  -(-  z  =  8. 
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et  en  effet  l'entier  5  a  huit  représentations  contenues  dans  1  équation 

5  =  I  zt  i)^  -+-  2  (zt  i)-  +  a  (±  i)-  -I-  16.0-. 

Enfin  pour  /«  =  9  :=  3^  H-  4-0^,  on  a 

N  =  i3  —  3  =  10, 

et  cette  valeur  est  bonne,  vu  les  équations 

9  =  {±3)-  -h  1.0^  -h  2.0^  +  16.0', 
9=  [±  \Y  +  l[±  2)-  -r-  2.0- +  16.0-, 

9  =  (±  i)-  -(-  2.0-  -i-  2  i  ih  2Y  +  16. 0-. 

Soit,  à  présent,  Ji  pair,  n  =  1" m,  a  >  o.  L'équation 

2" m  ^z  x^  -\-  ij-  -4-  2Z-  -I-  i6^- 

exigeant  alors  que  x  soit  pair,  x  =  2X,,  revient  à  celle-ci  : 

■1' ~  ^ m  =^  y-  -V-  :■■  -i-  ■>.x\  -f-  i6i-, 

qui  a  été  discutée  quelques  pages  plus  haut.  De  là,  pour  le  nombre  N 
des  représentations  d'un  entier  n  pair,  par  la  forme  actuelle 

X-  H-  ijr"-  -4-  2s-  +  16/-, 

les  conclusions  suivantes. 

En  prenant  n  impairement  pair,  n^  im,  on  aura 

si  m  =  !il  -f-  3;  mais 

N  =  2[ç,(/«)+2(-i)~/J 
si  m  =  8^+  I ,  et 

si  TO  =  8A  H-  5. 
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Pour  m  divisible  par  4?  non  par  8,  n  =  Liin,  la  forme  linéaire  de  m 
a  aussi  de  l'influence.  On  a,  dans  ce  cas, 

N  =  6Ç,  (m) 
si  7M  =  4/  +  I ,  tandis  que 

N  =  2Ç,(m) 
si  m  =  l\l  -{-  3. 

Mais  pour  n  divisible  par  8,  non  par  16,  w  =  8  m,  on  a  toujours 

N=  12  Ç,  (m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Pour  n  divisible  par  16,  non  par  3a,  n  =  iGm,  il  y  a  de  même  lUie 
seule  formule 

N  =  8Ç,  (/n). 

Enfin  pour  n  divisible  par  32,  «  =  2'' m,    c<  >  4)   on   a   invariable- 
ment 

N  =  2'4Ç,(m), 

si  grand  que  «  puisse  devenir. 
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SUR  LA  FORME 

x^  +  J--  -4-  3*  -1-  1 6  f  ^  ; 

Par  m    J.  LIOUYTLLE. 


La  détermination   du   nombre  N   des   représentations  d'un    entier 
donné  n  ou  a^m  [m  impair,  a  ^  o,  i ,  2,...)  par  la  forme 

dépend,  elle  aussi,  de  la  somme  ^,  (m)  des  diviseurs   de  m  et  de  la 
somme 

relative  aux  entiers  positifs  i  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

m  =  i^  -+-  4.y', 

où  l'entier  s  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif. 
Soit  d'abord  n  impair,  n  =  m.  On  a  évidemment 

N  =  o 
si  m=  8k  -h  -j  ;  mais  je  trouve 

N=2Ç,(/«) 
si  7w  =  8A:  -+-  3,  et 

N=3[ç,(»  +  2](-0~'J 
si  jn  =  ^l  ■+■  i. 
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Ainsi,  pour  m  :=  3,  on  a 

N  =  2Ç,  (3)  =  8, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

3  =  (±  if  +  (±  i)'^  +  (  ±  i)=  +  i6.o^ 

Pour  /n  =  1 1 ,  il  vient 

les  équations 

II  =(±3)^  +  (±  i)=  +  (±i)'  +  i6.o% 
II  ^(±  i)=-H(it3)=  +  (±  i)=+  i6.o% 
Il  =(±i)=  +  (±  i)-4-(±3)^+  i6.o2, 

confirment  ce  fait. 

Pour  111:=  19,  on  trouve 

N=  2Ç,  (i9)  =  /jo, 

ce  qui  est  exact  puisque  l'on  a 

!9  =  (±i)^  +  (±i)^  +  (±i7  4-  ,6(±  i)=. 
i9  =  (±  i)=  +  (±3)'^  +  (±3)-+  i6.o% 
i9  =  (±3)-  +  (±  i)'-^  +  (±:3)-+  16. o% 
i9=:(±3)^  +  (±3y-  +  (±ir  +  iG.o^ 

Passant  aux  entiers  4^  +  •?  je  fais  d'abord 

772  =  I  =  1'-  -1--  4-0-, 
et  j'ai  alors 

N  =  3(i  +  i)  =  6, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

I  =  o-  +  o-  +  (±:  i)-  +  16. o^ 
ou  l'on  peut  mettre  (  ±  1)"  à  trois  places  différentes. 
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Pour  m  =  5  =  i^  +  4  (±  i)",  notre  formule  donne 

N  =  3(6+ 2)  ==  24, 
et  en  effet  l'tquation 

5  =  o'  H-  (  ^r  ij=  +  (31  2)-  +  16.0- 

foiunit  vingt-quatre  représentations  du  nombre  5  en  opérant  les  six 
permutations  que  comportent  les  trois  premiers  termes  du  second 
membre. 

Pour  /«  =  ç)  =  3'-  +  4-o^i  '■•  valeur  de  N  est 

N  =  3(i3-3)=  3o: 
on  la  vérifie  au  moyen  des  équations 

9  =  3-  +  o-  +  o-  +  16.0^, 

9  =  I-  +  2-  +  2-  -I-  iG.o^, 

en  y  affectant  du  double  signe  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutations  voulues. 
Soit,  enfin,  ?n  =  i7=i-  +  4(— 2)-.  Il  viendra 

N  =  3(i8  +  2)  ==60. 

Or  on  s'assure  aisément  que  cette  valeur  est  exacte,  au  moyen  des 
équations 

17  =  I- +  o- +  o- -t-  iG.i-,  • 

17  =  1-  +  4"  +  o'-  4-  16.0'-, 
17  =  3-  -I-  2-  +  1'-  +  16.0% 

en  y  affectant  du  double  signe  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 

Prenons,  en  second  lieu,  71  impairement  pair,  n  =  iin.  On  a  alors 

N  =  GÇ,  (/«) 
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si  m  ^=  4I  -\-  3,  mais 

si  m  =  8A -I-  I ,  et 

N  =  6[ç.(/n)-21v-0~'J 
si  /n  =  8  Â:  +  5 . 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  l\m,  on  a 

SI  /72  =  4  ^  +  J ,  mais 

]S  =  a  ?,('«) 
si  m  =  4/  -t-  3. 

Ici  cesse  l'influence  de  la  forme  linéaire  de  m.  En  effet,  pour  n  divi- 
sible par  8,  non  par  16,  n=.  8  m,  je  trouve  que  toujours 

N  =  12Ç,  (m). 

Pour  n  divisible  par  16,  non  par  32,  n  =  i6in,  la  formule  est 

N  =  8Ç,  (m). 

Enfin,  pour  n  divisible  par  32,  n  =  2°'m,  a  >  4)  o"  ^  invariable- 
ment 

N=a4Ç,  (m) 

si  grand  que  a  puisse  devenir. 
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EXPÉRIENCES 

SUR 

UNE  MACHINE  HYDRAULIQUE  A   TUBE   OSCILLANT 

ET 

SUR  DES  EFFETS  DE  SUCCION  A  CONTRE-COURANT,  ETC. 


APPLICATIONS   AUX  TRAVAUX    PUBLICS  ET   A   LA  PHYSIQUE  GÉNÉRALE. 


Par  m.  Anatole  DE  CALIGNY 


Cet  appareil,  que  j'ai  exécuté  en  i85o,  à  Saint-Germain-cn-Laye,  où  MM.  Cagniard  de 
Latour,  Clapeyron  et  d'autres  personnes  compétentes  qui  demeuraient  alors  dans  cette 
ville,  le  virent  marcher,  le  3  novembre  de  la  même  année,  est  celui  pour  lequel  j'ai  été 
honoré  d'une  médaille  d'or  par  la  Société  centrale  d'Agriculture  de  France,  sur  le 
Rapport  de  M.  Combes,  en  i852,  et  sur  le  Rapport  de  M.  le  général  Morin,  d'une 
médaille  de  première  classe  à  l'Exposition  universelle  de  i855,  oîi  il  a  fonc- 
tionné d'une  manière  suivie.  Il  a  pour  but  principal  d'élever  de  l'eau  au  moven  d'une 
chute,  dans  des  circonstances  où  le  bélier  hydraulique  n'était  point  appliqué.  Le  prin- 
cipe du  bélier  est  un  choc.  Or  c'est  précisément  ce  que  j'évite  en  ne  fermant  jamais 
les  sections  transversales  des  tuyaux.  C'est  d'ailleurs  en  vertu  d'une  espèce  particulière 
de  succion  à  contre-courant ,  auquel  les  ingénieurs  refusent  généralement  de  croire 
quand  ils  ne  l'ont  pas  vu,  que  fonctionne  la  seule  pièce  mobile  indispensable.  Ce  phé- 
nomène, que  j'étudie  en  ce  moment  plus  en  grand,  est  un  complément  indispensable 
aux  Mémoires  que  j'ai  publiés  dans  ce  journal. 

On  sait  que,  pour  les  chutes  au-dessous  de  i  mètre,  les  constructeurs  ne  voulaient 
pas  répondre  de  la  marche  régulière  des  béliers  hydrauliques.  Or,  un  essai  de  cet  appa- 
reil ayant  été  fait,  pour  ce  cas,  avec  des  tuyaux  en  planches  de  o'",6o  de  diamètre 
intérieur,  il  ne  reste  plus  de  doute  sur  la  possibilité  de  le  faire  construire  par  tous  les 
charpentiers  de  village,  ce  qui  est  intéressant  pour  l'agriculture. 

L'Administration  des  Ponts  et  Chaussées  a  autorisé  un  premier  essai  en  grand  de  ce 
système,  pour  vider  l'écluse  du  Rocreul,  près  Saint-Lô,  sur  la  Vire  canalisée,  en  rele- 
vant une  partie  de  l'eau  au  bief  supérieur.  Un  rapport  favorable,  rédigé  par  M.  Méquet, 
inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,  déclare  que  l'appareil  d'essai,  construit  d'ail- 
Tome  VII  (2«  sérit).  —  Mai  1862.  2  2 
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leurs  d'une  manière  très-provisoire,  après  les  oscillations  de  mise  en  train  a  bien  mar- 
ché, abandonné  à  lui-même,  vidant  le  sas  de  l'écluse  jusqu'au  niveau  du  bief  inférieur, 
et  que  la  Commission  regarde  l'essai  du  Rocrcul  comme  complètement  concluant  en  ce 
qui  concerne  l'application  pratique  de  la  machine  oscillante  de  M.  de  Caligny,  à  de 
petites  chutes  et  à  des  élévations  moyennes;  elle  a  été  singulièrement  frappée  de  la  sim- 
plicité de  l'appareil  et  de  ce  qu'il  présente  d'ingénieux. 

M.  le  Ministre  des  Travaux  publics  a  témoigné,  par  une  dépêche,  sa  satisfaction  de 
ce  que  les  facilités  qui  m'ont  été  données  par  l'Administration  pour  expérimenter  en 
grand  ce  système  ont  été  suivies  d'un  heureux  résultat. 

Un  essai  plus  en  petit  de  cet  appareil,  dans  un  jardin  de  Versailles,  ayant  été  mis  à  la 
disposition  du  public  pendant  plusieurs  années,  et  ayant  été  visité  par  beaucoup  d'in- 
génieurs et  de  personnes  compétentes  qui  ont  bien  voulu  s'inscrire  sur  un  registre,  suffit 
pour  montrer  qu'il  est  parfaitement  rustique,  n'est  pas  sujet  à  des  réparations  fréquentes, 
même  étant  construit  en  minces  feuilles  de  zinc  ;  que  les  herbes  et  les  vases,  etc. ,  le  tra- 
versent sans  l'engorger,  d'autant  plus  qu'il  peut  être  facilement  lavé  avec  toute  la  force 
de  chasse  due  à  la  hauteur  de  chute.  M  Ruraeau,  inspecteur  général  des  Ponis  et  Chaus- 
sées, alors  ingénieur  en  chef,  et  M.  Vauchelle,  maire  de  Versailles,  ont  certifié  l'utilité 
de  cet  essai  et  la  facilité  de  la  mise  en  train.  M.  Rumeau  témoigne  qu'ayant  visité  plu- 
sieurs fois  et  à  l'improviste  cette  machine,  il  l'a  toujours  vue  fonctionner  utilement  ou 
prête  à  fonctionner  de  suite  et  avec  régularité  en  la  mettant  en  train.  On  a  fait  constater 
sa  marche  de  jour  et  de  nuit,  qui  sera  certifiée  au  besoin  par  la  Société  des  Sciences 
naturelles  de  Seine-et-Oise. 

L'essai  en  grand  du  Rocreul  montre  que  le  niveau  d'amont  peut  baisser  sans  que 
l'appareil  s'arrête;  mais  quand  ce  niveau  monte  au  delà  d'une  certaine  hauteur,  on  a 
jusqu'à  présent  perdu  de  l'eau  par  un  trop-plein.  Il  faut  un  régulateur  composé  d'une 
sorte  de  flotteur  pour  éviter  ce  trop- plein,  au  moins  dans  certaines  limites. 

L'inconvénient  de  ce  système,  qui  paraît  d'ailleurs  pouvoir  être  modifié,  comme  on 
le  verra  plus  loin,  consiste  en  ce  qu'il  exige,  dans  les  essais  faits  jusqu'à  ce  jour, 
(quand  il  n'est  employé  qu'à  élever  de  l'eau),  une  longueur  de  tuyau  fixe  assez  grande 
par  rapport  à  la  chute,  pour  qu'on  puisse  compter  sur  un  effet  utile  d'environ  5o  pour 
loo  en  eau  élevée.  Cependant  un  tuyau  court  n'empêche  pas  la  marche  d'être  régulière, 
et  des  expériences  plus  en  grand  que  les  précédentes,  faites  aux  bassins  de  Chaillot,  aux- 
quelles plusieurs  membres  de  l'Inslitnt  m'ont  fait  l'honneur  d'assister,  montrent  que 
l'effet  utile  est  encore  assez  satisfaisant  pour  des  longueurs  de  tuyau  de  o"',6o  de  dia- 
mètre, bien  moindres  par  rapport  à  la  chute  que  celles  qui  donnent  de  meilleurs  effets. 
On  sait  d'ailleurs  que  l'effet  utile  en  eau  élevée  d'une  pompe  conduite  par  une  roue 
hydraulique  n'est  qu'une  fraction  de  fraction,  et  qu'on  ne  compte  pas  alors  sur  un  effet 
utile  de  5o  pour  lOO,  du  moins  quand  il  s'agit  d'élever  l'eau  à  de  petites  hauteurs  pour 
lesquelles  on  n'avait  pas  de  pompe  convenable.  , 

Sur  le  Rapport  fait  au  Conseil  général  des  Ponts  et  Chaussées  par  MM.  les  inspecteurs 
généraux  Bommart,  Le  Breton,  et  Mary,  rapporteur,  je  suis  autorisé  à  taire,  aux  frais 
de  l'État,  une  expérience  encore  plus  en  grand  sur  ce  système;  le  tuyau  de  conduite  a 
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I  mètre  de  diamètre  intérieur.  J'en  ferai  connaître  ultérieurement  les  résultats,  qui 
paraissent  très-satisfaisants. 

Le  Rapport  suivant,  présenté  sur  cet  appareil  en  iSSa,  à  la  Société  centrale  d'Agri- 
culture, par  M.  Combes,  au  nom  de  la  Section  de  Mécanique  agricole  et  Irrigations,  ex- 
pose on  ne  peut  plus  clairement  le  nouveau  principe,  au  moven  duquel  on  pourra 
simplifier  encore  une  partie  des  appareils  de  mon  invention  publiés  dans  le  Jour- 
nal de  Mathématiques  [*].  Les  phénomènes  nouveaux  que  cet  appareil  m'a  donné 
occasion  d'étudier,  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'applications  intéressantes. 

RAPPOaT    DE    M.    COMBES    SDB    LES    PREMIÈRES    EXPÉEIESCES    DE   VERSAILLES. 

«  SL  de  Caligny  a  adressé  à  la  Société,  le  20  janvier  et  le  2  mars  de  cette  année, 
les  descriptions  de  deux  machines  à  élever  l'eau,  tout  à  fait  différentes  des  pompes  et 
autres  appareils  connus  destinés  au  même  usage,  et  qui  ne  sont  pas  moins  remarquables 
par  la  simplicité  de  leur  construction  que  par  la  nouveauté  des  formes  et  du  mode  de 
fonctionnement.  Nous  ne  vous  entretiendrons  aujourd'hui  que  de  celle  qui  fait  l'objet 
de  la  lettre  du  20  janvier,  parce  que  c'est  la  seule  que  nous  ayons  pu  encore  étudier, 
et  qu'elle  est,  d'ailleurs,  la  plus  importante  des  deux.  Cette  machine  a  pour  moteur 
une  chute  d'eau  ;  elle  se  compose,  comme  le  bélier  hydraulique  de  Monigolfier,  d'un 
tuyau  fixe  qui  prend  l'eau  d'une  source  ou  bassin  supérieur,  et  d'un  tuyau  ascension- 
nel qui  reçoit  une  partie  de  l'eau  amenée  par  le  tuyau  fixe,  laquelle  vient  se  déveiser  au 
sommet  de  ce  tuyau,  tandis  que  l'autre  partie  s'est  écoulée  dans  un  canal  de  décharge. 
Ici  finit  l'analogie  avec  le  bélier.  Dans  la  machine  de  M.  de  Caligny,  il  n'existe  ni  sou- 
pape Ôl' arrêt  ni  soupape  d'ascension  ;  partant,  point  d'arrêt  brusque  ni  de  choc  de  la 
colonne  d'eau  en  mouvement  contre  les  parois  du  tuyau.  Lorsque  l'eau  ne  doit  être 
élevée  qu'à  une  hauteur  médiocre  au-dessus  du  canal  de  décharge,  le  tuyau  vertical 
ascensionnel  est  mobile.  Il  est  suspendu,  par  sa  partie  supéiieure,  à  l'un  des  bras  d'un 
balancier  dont  l'autre  bras  est  chargé  d'un  poids  plus  grand  que  le  sien,  et  qui  tend, 
par  conséquent,  à  le  tenir  soulevé  jusqu'à  une  hauteur  limitée  par  un  arrêt  fixe.  Lors- 
qu'il occupe  cette  position,  il  existe,  entre  son  extrémité  inférieure  et  l'orifice  du  tuyau 
fixe,  dont  le  bout  se  relève  verticalement  au-dessous  du  premier,  un  intervalle  par  le- 
quel l'eau,  venant  du  bassin  supérieur,  s'écoule  dans  le  canal  de  décharge.  A  un  cer- 
tain moment,  par  suite  d'une  force  qui  se  développe  sous  l'influence  du  mouvement  de 
l'eau,  et  que  M.  de  Caligny  compare  à  une  succion,  le  tuyau  mobile  descend,  en  soule- 
vant le  contre-poids,  et  vient  s'appliquer,  par  un  anneau  dont  il  est  garni  à  sa  base, 
sur  un  siège  formant  rebord  horizontal  autour  de  l'orifice  du  tuyau  fixe.  Dans  cette 


[*]  J'ai  publié  en  i85o,  dans  le  Technologîste,  un  Mémoire  inliiulé  :  Bésumé  succinct  des  expé- 
riences de  M.  Anatole  de  Caligny  sur  une  branche  nouvelle  de  l'hydraulique,  avec  planche.  Ce  Mé- 
moire contient  surtout  le  résumé  de  ceux  que  j'avais  publiés  dans  le  Journal  de  ilathématttjnes.  On  y 
trouverait  au  besoin  les  figures  qui  pourraient  être  utiles  pour  comprendre  plus  facilement  les 
Mémoires  dont  il  s'agit.  Il  a  été  tiré  à  part  en  mai  i85o,  et  ne  contient  que  le  résumé  de  mes  expé- 
riences antérieures  à  cette  époque.  (Voir  aussi  le  Musée  belge,  t.  XXIX,  p.  ig4,  i856,  etc.) 

22. 
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situation,  il  n'y  a  plus  de  solution  de  continuité  entre  les  deux  tuyaux  ;  la  colonne  d'eau 
en  mouvement  dans  le  tuyau  fixe  monte,  en  vertu  de  la  force  vive  dont  elle  est  animée, 
dans  le  tuyau  ascensionnel,  qu'elle  remplit  complètement,  et  vient  se  déverser,  par  son 
orifice  supérieur  qu'on  a  eu  soin  d'évaser,  dans  un  récipient  annulaire,  duquel  partent 
des  tuyaux  de  distribution.  Au  moment  où  le  déversement  cesse,  la  totalité  de  l'appa- 
reil, composé  des  tuyaux  fixe  et  ascensionnel,  se  trouve  remplie  d'eau  à  l'état  de  repos, 
et  comme  l'orifice  du  tuyau  ascensionnel  est  au-dessus  du  niveau  de  l'eau  dans  le 
bassin  supérieur,  il  se  produit  une  oscillation  en  retour  du  tuyau  ascensionnel  vers  la 
source  ou  bassin  supérieur. 

»  Si  la  hauteur  et  la  capacité  intérieure  du  tuyau  ascensionnel  sont  convenablement 
proportionnées,  l'oscillation  en  retour  sera  terminée,  et  la  vitesse  de  la  colonne  d'eau 
redevenue  nulle,  au  moment  où  la  surface  de  l'eau  sera  arrivée,  dans  le  tuyau  ascen- 
sionnel, à  peu  près  à  la  hauteur  du  niveau  de  l'eau  dans  le  canal  de  décharge.  A  cet 
instant,  le  tuyau  ascensionnel  est  soulevé  de  nouveau  par  l'action  du  contre-poids;  une 
nouvelle  période  de  mouvement,  entièrement  semblable  à  la  première,  commence,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment. 

»  Pour  mieux  faire  comprendre  les  circonstances  et  les  causes  du  jeu  régulier  de  la 
machine  dont  nous  venons  de  donner  une  description  générale,  nous  indiquerons  les 
dimensions  de  la  machine  d'essai  établie  par  IM.  de  Caligny  dans  un  jardin  maraîcher 
des  environs  de  Versailles,  et  que  les  membres  de  votre  Section  de  IMécanique  agricole 
ont  vue  fonctionner.  Les  produits  de  quelques  petites  sources  sont  retenus  dans  un 
bassin  par  une  digne,  au  bas  de  laquelle  est  un  fossé  qui  sert  de  canal  de  décharge.  La 
hauteur  des  eaux  dans  le  bassin  au-dessus  du  canal  est  d'environ  o'°,'jo.  Un  tuyau  en 
zinc  de  1 1",20  de  longueur  et  o'",20  de  diamètre  intérieur,  traverse  la  digue  et  reçoit 
l'eau  du  bassin  par  un  orifice  évasé,  au  devant  duquel  est  placé  un  grillage  grossier. 
Ce  tuyau,  couché  horizontalement,  ou  avec  une  faible  inclinaison,  dans  le  fossé,  se  re- 
courbe près  du  bout  par  un  coude  arrondi,  de  manière  que  l'axe  ait  la  direction  verti- 
cale; son  orifice  d'écoulement  se  trouve  à  o'",33  environ  au-dessous  du  niveau  de  l'eau 
dans  le  fossé.  Autour  du  bout  relevé  verticalement  est  un  petit  n)assif  de  maçonnerie, 
arasé  horizontalement  à  la  hauteur  de  l'orifice;  le  rebord  de  cet  orifice,  formant  le 
siège  sur  lequel  vient  s'appliquer  le  collet  en  forme  de  bride,  fixé  à  la  base  du  tuyau 
ascensionnel,  est  dans  le  plan  supérieur  de  la  maçonnerie.  Le  tuyau  ascensionnel  est 
également  en  zinc;  il  a  2"',i3  environ  de  longueur  totale  et  un  diamètre  intérieur  de 
o™,33.  Le  diamètre  de  son  orifice  inférieur  est  o°',20  comme  celui  de  l'orifice  du  tuyau 
fixe  sur  lequel  il  doit  s'appliquer  exactement.  A  partir  du  bas  est  ménagé  un  évasement 
graduel  qui  por!e  le  diamètre  à  o",23,  ainsi  que  nous  l'avons  dit.  Son  orifice  supérieur 
par  lequel  l'eau  doit  se  déverser,  est  évasé.  Sa  partie  centrale,  dans  le  haut,  est  occupée 
par  un  cylindre  plein  et  fixe,  de  o'^jiBS  de  diamètre,  terminé  en  pointe  vers  le  bas, qui 
descend  jusques  un  peu  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  dans  le  bassin  supérieur,  c'est-à- 
dire  d'environ  i™,i4  àans  l'intérieur  du  tuyau,  et  réduit  la  section  de  la  colonne  d'eau 
en  mouvement,  sur  cette  hauteur,  à  une  surface  annulaire  de  o",i65  de  diamètre  inté- 
rieur et  o'", 23  de  diamètre  extérieur.  La  limite  supérieure  de   l'excursion  du  tuyau 
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mobile  ascensionnel,  ainsi  que  la  quotité  du  contre-poids,  peuvent  être  réglées  à  volonté. 
L'orifice  inférieur  est  entouré,  avons-nous  dit,  d'un  collet  qui  doit  s'appliquer  exacte- 
ment sur  le  siège  formant  rebord  autour  de  l'orifice  du  tuyau  fixe;  ce  collet  lui-même 
se  prolonge  en  une  surface  annulaire,  convexe  vers  le  bas  et  à  bords  retroussés,  comme 
le  seraient  ceux  d'un  parapluie  renversé.  Le  diamètre  total  de  ce  bord  en  surface 
courbe  est  de  o"',45. 

»  Lorsque  la  machine  ne  doit  pas  fonctionner,  on  arrête  le  balancier  auquel  sont 
impendus  le  tuyau  mobile  et  le  contre-poids,  de  manière  à  soulever  ce  dernier.  Le 
tuyau  mobile  reposant  alors  sur  son  siège  par  l'effet  de  son  propre  poids,  l'écoulement 
des  eaux  vers  le  canal  de  décharge  est  interrompu.  Pour  mettre  la  machine  en  jeu,  il 
suffit  de  rendre  la  liberté  au  balancier  et,  au  besoin,  d'agir  avec  la  main  dans  le  même 
sens  que  le  contre-poids,  pour  soulever  le  tuyau  mobile.  L'eau  motrice  sort  alors  par 
l'intervalle  entre  celui-ci  et  le  tuyau  fixe.  Quand  elle  a  pris  une  vitesse  d'écoulement 
suffisante,  le  tuyau  vertical,  tiré  vers  le  bas,  descend  en  soulevant  le  contre-poids, 
s'applique  sur  son  siège,  et  le  fonctionnement  est  régulièrement  établi. 

n  Dans  l'expérience  à  laquelle  nous  avons  assisté  à  Versailles,  le  jeudi  25  mars 
dernier,  la  hauteur  de  chute  était  de  o'",677  ;  l'eau  était  élevée  à  i^joS  au-dessus  du 
niveau  dans  le  bassin  de  retenue,  et  par  conséquent  à  i"','ji']  au-dessus  du  niveau  dans 
le  fossé  servant  de  canal  de  décharge.  Le  rebord  du  tuyau  fixe  formant  siège  du  tuyau 
mobile  était  de  o"',376  en  contre-bas  du  niveau  de  l'eau  dans  le  fossé;  la  levée  du 
tuyau  ascensionnel  était  limitée  à  o™,o5g  Chaque  période  complète  de  mouvement  de 
la  machine  durait  régulièrement  huit  secondes,  et  fournissait  un  peu  plus  de  ii  litres 
d'eau  élevés  à  i'",o5  au-dessus  de  la  source.  Le  tuyau  ascensionnel  restait  appliqué 
sur  son  siège  pendant  quatre  secondes,  temps  pendant  lequel  l'eau  motrice  n'allait 
point  au  canal  de  décharge.  (D'après  des  observations  postérieures  qui  ont  été  faites 
par  M.  de  Caligny,  en  présence  de  plusieurs  personnes,  et  qu'il  nous  a  communi- 
quées, la  durée  de  l'élévation  du  tuyau  ascensionnel  est  de  0^,6  :  il  reste  stationnaire 
au  sommet  de  sa  course  pendant  deux  secondes,  temps  pendant  lequel  l'orifice  d'écou- 
lement vers  le  canal  de  décharge  est  complètement  ouvert;  enfin  il  emploie  i%4  ''  ''6- 
descendre.  )  Nous  n'avions  malheureusement  aucun  moyen  de  mesurer  le  volume  d'eau 
dépensé  à  chaque  période,  et  par  conséquent  nous  ne  saurions  indiquer  le  rapport  de 
l'effet  utile  au  travail  dépensé.  Il  est  juste  d'observer  que  la  machine  a  été  abandonnée, 
sans  qu'on  en  ait  |)ris  soin,  pendant  tout  l'hiver,  qu'elle  a  pu  subir  quelques  avaries, 
qu'il  est  assei  probable  que  les  garnitures  des  collets  des  tuyaux  fixe  et  mobile  ne  sont 
point  en  bon  état  et  ne  procurent  pas  une  occlusion  parfaite.  M.  de  Caligny  déclare  que, 
dans  des  expériences  faites  avant  l'hiver,  le  volume  il'eau  élevé  sous  la  même  chute,  à 
chaque  période,  était  de  16  litres  au  lieu  de  12,  ainsi  que  nous  l'avons  trouvé.  La  diminu- 
tion du  produit  serait  la  conséquence  des  avaries.  Nous  n'avons  pu  vérifier  ces  faits  [*]. 

•   Revenons  maintenant  sur  les  circonstances  et  les  causes  du  jeu  de  la  machine,  et  à 


["]  J'ai  voulu  dire  que  j'avais  trouvé  un  volume  de  16  litres  à  chaque  période,  la  chute  motrice 
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cet  effet  considérons  d'abord  l'appareil  au  moment  où  le  déversement  vient  de  cesser  à 
la  partie  supérieure  du  tuyau  ascensionnel  et  où  l'oscillation  en  retour  vers  la  source  va 
commencer.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  en  raison  des  dimensions  ijue  M.  de  Caligny 
a  données  au  vide  intérieur  du  tuyau  ascensionnel,  cette  oscillation  en  retour  doit  se 
terminer  à  très-peu  près,  lorsque  la  surface  de  l'eau,  dans  le  luyau  vertical,  est  arrivée 
au  niveau  ou  un  peu  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  dans  le  fossé  de  décharge.  A  ce 
moment,  si  le  tuyau  ascensionnel  est  exactement  équilibré  par  le  contre-poids,  il  doit 
commencer  à  se  soulever;  car  il  n'existe  plus,  dans  son  intérieur,  une  colonne  d'eau  qui, 
par  sa  pression  sur  la  paroi  évasée  contiguë  à  son  orifice  inférieur,  tende  à  le  maintenir 
appliqué  sur  son  siège.  Il  se  lève  lentement,  puisqu'il  emploie  à  peu  près  -^  de  seconde 
à  parcourir  o"",o6.  Il  reste  stationnaire  au  sommet  de  son  excursion  pendant  deux  se- 
condes; l'orifîce  d'écoulement  est  alors  ouvert  en  plein;  l'eau  s'écoule  au  fossé  de 
décharge  avec  une  vitesse  graduellement  croissante  (on  peut  s'assurer,  par  le  calcul,  que 
sa  vitesse  finale  doit  èire  à  peu  près  de  i°',i46  par  seconde).  Alors  se  manifestent  les 
effets  de  cette  force  qui  sollicite  le  tuyau  ascensionnel  vers  le  bas,  et  le  détermine  à  des- 
cendre, force  qui  procure,  en  réalité,  le  jeu  spontané  de  la  machine,  et  donne  à  l'œuvre 
de  M.  de  Caligny  un  caractère  incontestable  de  nouveauté.  Elle  peut  être  due  en  partie 
à  l'ascension  de  l'eau  jaillissante  du  tuyau  fixe  dans  le  tuvau  ascensionnel,  qui  presse,  en 
vertu  de  son  poids  et  du  mouvement  curviligne  des  filets,  la  paroi  intérieure  évasée 
contiguë  à  l'orifice;  mais  elle  a  aussi  sa  source  dans  l'action  que  l'eau,  qui  s'écoule  dans 
le  canal  de  décharge,  exerce  sur  le  rebord,  en  forme  de  parapluie  renversé,  adapté  au- 
tour du  collet  inférieur  du  tuyau  ascensionnel.  L'influence  de  ce  rebord  a  été  constatée 
par  les  expériences  directes  de  M.  de  Caligny.  Il  fait  remarquer  que  le  fait  dont  il  s'agit 
a  des  analogues  dans  le  phénomène  de  la  diminution  de  pression  sur  les  parties  voisines 
des  bords  de  la  face  antérieure  d'un  prisme  exposé  au  choc  d'une  eau  courante,  qui  a 
été  observé  par  Du  Buat,  et  dans  celui  de  la  pression  dite  négatire,  cause  de  l'augmen- 
tation de  dépense  par  les  ajutages  coniques  divergents.  Quoi  qu'il  en  soit  des  causes 
que  nous  ne  voulons  pas  discuter  ici,  la  force  développée  est  progressivement  crois- 
sante, ainsi  que  le  prouve  la  lenteur  avec  laquelle  le  tuyau  descend,  en  soulevant  le 
contre-poids;  il  met  i%4  à  parcourir  o°',o6.  Cette  lenteur  est  à  la  fois  un  avantage  et 
un  inconvénient  :  un  avantage,  parce  qu'elle  prévient  des  chocs  destructeurs;  un  incon- 
vénient, parce  que  l'eau,  continuant  à  couler  dans  le  canal  de  décharge  par  un  orifice 
qui  devient  de  plus  en  plus  petit,  prend  une  vitesse  qui  approche  de  plus  en  plus  de 
celle  qui  est  due  à  la  charge  totale  de  l'eau  en  amont  de  cet  orifice.  La  chute  de  l'eau 
qui  est  sortie  par  un  orifice  rétréci  contribue  ainsi  très-peu  à  augmenter  la  vitesse  de  la 
colonne  contenue  dans  le  tuyau  et,  par  suite,  est  à  peu  près  entièrement  perdue  pour 
l'effet  utile.  Il  nous  paraît  donc  certain  que,  si  la  descente  du  tuyau  était  rendue  plus 


étant  lin  peu  plus  forte  et  la  hauteur  de  versement  un  peu  moindre  qu'à  l'époque  dont  parle  M.  Combes. 
La  chute  ordinaire,  comme  il  le  dit  plus  haut,  était  de  o'",70  quand  j'avais  opéré  avant  l'hiver. 

{Noie  de  l'Auteur.) 
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rapide  comme  elle  le  serait  par  la  suppression  momentanée  ,  totale  on  partielle,  du 
contre-poids,  l'effet  utile  de  la  machine  serait  sensiblement  amélioré. 

"  M.  de  Caligny  a  construit,  à  l'aide  d'un  fonds  peu  considérable  mis  à  sa  disposition 
par  M.  le  Ministre  des  Travaux  publics,  une  machine  d'essai  de  très-grande  dimension 
semblable  à  celle  de  Versailles,  et  l'a  appliquée  à  relever,  dans  le  bief  supérieur  d'un 
canal,  une  partie  de  l'eau  provenant  de  la  vidange  du  sas.  Les  essais  ont  été  faits  près 
de  Saint-Lô,  sur  la  Vire  canalisée.  Le  tuyau  de  conduite  avait  ici  17  mètres  de  lon- 
gueur et  o",625  de  diamètre;  le  diamètre  du  tuyau  ascensionnel  était  de  o™,73.  Tous 
deux  étaient  en  zinc.  La  machine  a  fonctionné  régulièrement,  sans  choc  nuisible.  Les 
essais  ont  été  interrompus  par  la  saison  rigoureuse. 

"  Les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entré  mettent  en  évidence  le  caractère  de 
nouveauté  propre  à  la  machine  imaginée  par  M.  de  Caligny,  et  la  simplicité  extrême  de 
sa  construction,  qui  nous  paraît  surtout  devoir  lui  mériter  les  suffrages  de  la  Société 
d'Agriculture  ;  ils  montrent  aussi  les  études  et  les  expériences  nombreuses,  qui  restent  à 
faire  à  l'inventeur,  pour  déterminer  les  formes  les  plus  avantageuses  des  diverses  parties 
de  sa  machine,  les  conditions  les  plus  favorables  à  son  établissement  sous  diverses  chutes 
et  pour  des  élévations  d'eau  à  des  hauteurs  plus  ou  moins  considérables  par  rapport  à 
la  chute  motrice,  enfin  le  rapport  du  travail  utilisé  au  travail  dépense  dans  chaque  cas. 
Nous  avons  l'espérance  qu'il  complétera  son  œuvre,  et  nous  vous  proposons  de  lui  dé- 
cerner, à  titre  d'encouragement,  votre  médaille  d'or  à  l'effigie  d'Olivier  de  Serres,  pour 
l'invention  de  la  machine  à  élever  l'eau,  dont  il  a  établi  un  spécimen,  qui  fonctionne 
régulièrement  dans  un  jardin  maraîcher,  boulevard  Saint-Antoine,  23,  près  Versailles, 
en  lui  réservant,  d'ailleurs,  tous  ses  droits  pour  l'avenir,  aux  récompenses  d'un  oi'dre 
plus  élevé,  dont  la  Société  dispose,  ;> 

>c  Ces  conclusions  sont  adoptées.   » 

Avant  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails,  je  crois  utile  de  transcrire  aussi  le  procès- 
verbal,  d'ailleurs  entièrement  inédit,  d'une  expérience  beaucoup  plus  en  grand  faite 
aux  bassins  deChaillot. 

NOTE    nE  M.   COROT    SUR    DES    EXPÉRIENCES    FAITES    PAR    M.     DE    CALIGNY    AUX    BASSINS 
DE    CHAILLOT    SUR    SA    MACHINE    ÉLÉVATOIRE    A    TUEE    OSCILLANT. 

«  Dans  le  courant  de  l'année  i852,  M.  de  Caligny  fit  établir  dans  l'un  des  anciens 
"-  bassins  de  Chaillot  un  appareil  hydraulique  de  son  invention.  Cet  appareil  se  com- 
»  posait  d'abord  d'une  conduite  ayant  une  longueur  développée  de  38  mètres  et  dis- 
1.  posée  en  grande  partie  horizontalement  sur  le  fond  du  bassin;  la  conduite  était  for- 
»  mée  par  des  tuyaux  en  fonte  de  o'",6q  de  diamètre  intérieur.  L'une  des  extrémités 
■•  de  la  conduite  se  relevait  à  angle  droit  et  pénétrait  verticalement  dans  le  fond  d'une 
»  cuve  en  bois  de  3™,  10  de  diamètre,  et  placée  de  manière  à  pouvoir  être  remplie  à  une 
'■  hauteur  d'environ  i^jSo  au-dessous  du  niveau  d'un  réservoir  voisin  du  premier,  et 
u  qui  servait  de  bief  supérieur  pour  l'alimentation  de  la  machine  ;  l'autre  extrémité  de 
u  la  conduite  se  relevait  également  à  angle  droit  jusqu'à  un  plancher  horizontal  en  bois, 
»   établi  dans  le  bassin,  où  était  placée  la  conduite;  au  niveau  de  ce  plancher  une  ion- 
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"  délie  en  cuivre  ajustée  et  de  o",57  de  diamètre  était  fixée  sur  la  bride  en  fonte,  ter- 

»  minant  la  partie  verticale  de  la  conduite  de  o^jôo  de  diamètre.  Sur  la  rondelle  en 

"  cuivre  reposait  librement  un  tuyau  également  en  cuivre,  et  portant  à  sa  partie  infé- 

»  rieure  une  rondelle  pareille  à  celle  qui  était  fixée  sur  la  conduite  en  fonte;  ce  tuyau 

'  en  cuivre  s'évasait  en  remontant  sur  une  longueur  de  o°',5o  et  en  passant  d'un  dia- 

»  mètre  de  o™,  58  à  un  diamètre  de  o",78;  ce  dernier  diamètre  était  conservé  sur  une 

»  longueur  de  i^jgo,  puis  raccordé  au  moven  d'une  partie  conique  de  o'^jSo  de  lon- 

•  gueur  avec  un  tuyau  d'un  diamètre  de  o™,67,  persistant  sur  une  longueur  de  i'",'yO. 
»  Enfin,  le  tuyau  qui  avait  5  mètres  de  hauteur  totale  se  terminait  à  sa  partie  supé- 

•  rieure  par  un  entonnoir  de  o'",6o  de  hauteur  et  de  o°',88  de  diamètre  à  son  extré- 
»  mité  la  plus  élevée  ;  sur  cet  entonnoir  était  fixée  une  cuvette  annulaire  munie  d'une 
)i  goulotte,  au  moyen  de  laquelle  l'eau  remontant  dans  le  tuyau  vertical  était  versée 
i>  dans  un  réservoir  indépendant 

»  A  la  partie  inférieure  du  tuvau  vertical  était  fixé  un  cône  en  forme  de  parapluie 
11  renversé  de  o'",^  i5  de  longueur  suivant  la  génératrice  et  se  relevant  verticalement  à 
»   la  circonférence  extérieure  de  o"',i5. 

»  Le  tuvau  vertical,  reposant  librement  sur  l'extrémité  de  la  conduite  en  fonte  avec 
»  laquelle  il  faisait  joint  par  le  moyen  des  rondelles  en  cuivre,  pouvait  être  soulevé  par 
»  rintermédiaire  d'un  balancier  à  l'un  des  bouts  duquel  il  était  fixé  et  qui  portait  au 
«   bout  opposé  un  contre-poids  équilibrant  et  au  delà  le  poids  du  tuyau. 

))  Pour  mettre  l'appareil  en  mouvement,  il  fallait  commencer  à  soulèvera  la  main  le 
c  tuvau  vertical  en  agissant  sur  l'extrémité  du  levier  indiqué  précédemment  ;  l'eau  alors 
»  se  mettait  à  couler  en  vertu  de  la  charge  motrice  entre  l'extrémité  de  la  conduite  en 
1)  fonte  et  le  bout  du  tuyau  mobile  soulevé.  Après  le  temps  nécessaire  pour  que  la  veine 
»   sortante  atteignît  la  vitesse  convenable,  on  laissait  retomber  le  tuyau  mobile  sur  le 

V  tuyau  fixe;  l'intervalle  se  fermait;  l'écoulement  s'arrêtait,  et  l'eau,  en  vertu  de  la 
.  vitesse  acquise,  s'élevait  dans  le  tuyau  vertical,  de  manière  à  déverser  par-dessus  les 
»  bords  de  l'orifice  supérieur.  Puis,  la  vitesse  d'ascension  venant  à  cesser,  la  masse  d'eau 
>.  contenue  dans  le  tuyan  mobile  refluait  par  la  conduite  en  fonte  vers  le  bief  supérieur. 
»  Dès  que  le  tuyau  mobile  était  convenablement  évacué  par  l'eau  ,  c'est-à-dire  quand 
»   le  niveau  dans  ce  tuyau  était  devenu  inférieur  au  point  où  commence  le  renflement, 

V  le  contre-poids  placé  à  l'extrémité  du  balancier,  et  qui  était  plus  lourd  que  le  poids 
>•  du  tuyau  vide,  faisait  remonter  ce  tuyau,  et  l'ouverture  annulaire  au-dessus  de  la  con- 
»  duite  en  fonte  se  trouvait  de  nouveau  démasquée;  l'écoulement  recommençait,  et 
»  quand  une  certaine  vitesse  était  atteinte,  un  phénomène  de  succion,  dû  probablement 
I.  à  l'augmentation  de  vitesse  de  la  veine  fluide,  s'échappant  entre  les  surfaces  du  para- 
»  pluie  renversé  et  du  plancher,  déterminait  une  attraction  de  haut  en  bas,  qui  devenait 
i.  supérieure  à  l'excédant  du  contre-poids,  et  précipitait  le  tuyau  mobile  sur  l'orifice  de 
.  la  conduite  en  fonte.  Le  tuyau  mobile,  quand  le  mouvement  de  retour  de  la  colonne 
»  liquide  précédemment  indiqué  avait  eu  lieu,  était  de  nouveau  soulevé  par  le  contre- 
»  poids,  et  ses  alternatives  de  montée  et  de  descente  se  produisaient  d'elles-mêmes  et 
»   régulièrement. 
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■>  Dans  le  courant  de  l'année  i853,  une  expérience  eut  lieu  en  présence  de  M.  Du- 
»  puit,  alors  ingénieur  en  chef,  directeur  du  service  municipal  de  la  ville  de  Paris;  de 
»  MM.  Piobert,  Combes  et  Cagniard  de  Latour,  membres  de  l'Institut;  de  M.  Guichard, 
»  inspecteur  général  ;  de  M.  Bélanger,  ingénieur  en  chef  des  Ponls  et  Chaussées,  et  de 
)i  M.  Corot,  ingénieur  civil.  L'expérience  fut  prolongée  pendant  une  heure;  la  chute 
»  moyenne,  conservée  sans  variation  trop  notable,  était  de  i"',74  entre  le  niveau  moyen 
»  dans  la  cuve  de  prise  d'eau  et  le  niveau  du  bief  d'aval;  la  hauteur  ascensionnelle 
»  était  de  2"", 72  entre  le  point  de  versement  à  la  partie  supérieure  du  tuyau  mobile  et 
■)  le  niveau  dans  la  cuve  de  prise  d'eau  ;  la  quantité  d'eau  élevée  fut  de  85  mètres  cubes 
"  et  la  quantité  d'eau  dépensée  fut  de  355  mètres  cubes,  d'où  résulterait  un  effet  utile 
"   de  0,34  [*]  du  travail  moteur  en  eau  élevée. 

■>  Il  convient  d'ajouter  qu'indépendamment  de  l'imperfection  inséparable  de  l'in- 
«  stallalion  d'un  appareil  d'essai,  deux  circonstances  surtout  ont  dû  amoindrir  le  ré- 
u  sultat  utile.  D'abord  le  versement,  par  la  partie  supérieure  du  tuyau  mobile,  avait 
»  lieu  précisément  pendant  la  |)ériode  d'abaissement  du  niveau  dans  la  cuve,  et  comme 
»  l'abaissement  total  était  d'environ  o'",44)  i'  aurait  probablement  été  convenable 
»  d'augmenter  la  hauteur  de  versement  de  la  moitié  de  l'abaissement  dans  la  cuve,  soit 
»   de  0,22,  et  cette  hauteur  aurait  été  de  2,94,  au  lieu  de  2,72. 

»  Puis  il  n'a  pas  été  possible  d'obtenir  le  volume  d'eau  sur  lequel  on  avait  cru  poii- 
»  voir  compter.  Il  en  est  résulté  que  les  organes  de  l'appareil  avaient  des  dimensions 
»  trop  considérables;  il  a  fallu,  pour  y  remédier  autant  que  possible,  insérer  dans  le 
D  tuyau  mobile  une  pièce  de  bois  destinée  à  diminuer  sa  section  libre.  Il  est  infiniment 
»   probable  qu'il  en  est  résulté  un  trouble  préjudiciable  pour  le  rendement. 

»  Paris  le  27  mai  i858.  Signé  1.  Corot,  ingénieur  civil,  ex-inspecteur  des  machines 
»   du  service  municipal  de  la  ville  de  Paris. 

')  Vu  et  approuvé  par  le  soussigné,  ancien  directeur  du  service  municipal.  Paris,  le 
>•   28  mai  iS58.  Signé  Dupuit. 

»  Je  certifie  que  j'ai  asssisté  à  l'expérience  dont  les  résultats  sont  rapportés  dans 
"   cette  Note  et  qu'elle  contient  un  exposé  exact  des  faits  observés.  Signé  Ch.  Combes.  » 

Observations  sur  ce  procès-verbal  et  sur  quelques  autres  expériences. 

En  général,  quand  le  bassin  servant  de  bief  d'amont  n"a  pas  assez  d'étendue  pour  que 
le  niveau  ne  soit  pas  assez  sensiblement  constant,  il  faut  tenir  compte  de  ce  que,  pour 
tous  les  appareils  de  ce  genre,  c'est-à-dire  seulement  pour  ceux  où  la  force  vive  s'em- 
magasine dans  une  colonne  liquide  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  se  passe  dans  le 
bélier  hydraulique  avant  la  fermeture  de  la  soupape  d'arrêt,  la  vitesse  dans  cette  colonne 


[']  Il  y  a  une  légère  faute  de  transciiplion  clans  un  chiffre  do  l'effet  utile  qui  f  st,  d'après  les  données 
aduiisos,  de  0,37  au  lieu  de  0,34.  On  trouve  en  effet  2,72  x85  =  aBijîo  et  355  X  1,74  =  617,70.  L'ef- 
fet utile  osl  donc,  d'après  les  données  admises  dans  le  procès-verbal,  de  0,37  plus  une  fraction.  Un 
4  a  clé  mis  au  lieu  d'un  7  dans  la  copie.  (JVo(e  de  l'Auteur.) 

lonie  VIl(i«  ,érie).— Mai  1863.  23 
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liquide  augmentant  de  plus  en  plus,  il  se  débite  plus  d'eau,  pour  ejuiine  vitesse  donnée 
soit  obtenue,  à  l'époque  où  le  niveau  est  baissé  dans  cette  espèce  de  bief  d'amont  qu'à 
l'époque  où  il  y  est  le  plus  élevé.  Il  en  résulte  que  la  véritable  moyenne  des  hauteurs 
d'où  l'eau  motrice  descend  est  moindre  que  la  moyenne  des  hauteurs  du  niveau  dans 
ce  bief  d'amont  au-dessus  du  niveau  d'aval,  depuis  l'origine  du  mouvement  jusqu'à  l'é- 
poque où  la  vitesse  de  sortie  au  bief  d'aval  est  arrivée  à  son  maximiuu. 

Connaissant  à  peu  près  la  manière  dont  la  vitesse  de  sortie  de  l'amont  à  1  aval  varie 
à  chaque  instant,  il  est  aisé  d'en  conclure  approximativement  la  hauteur  veritaljle  d'où 
le  centre  de  gravité  de  l'eau  motrice  descend  au  bief  d'aval. 

Quand  le  niveau  de  ce  dernier  bief  n'est  pas  non  plus  constant,  il  est  juste  aussi  de 
tenir  compte  de  ce  que  cela  influe  sur  la  véritable  hauteur  de  chute  comparée  à  ce  qu'elle 
serait  si  ce  bief  était  indéfini.  Si  la  chute  diminue,  il  faut  à  chaque  période  plus  d'eau 
pour  engendrer  une  vitesse  donnée,  et  il  en  résulte  que  la  chute  motrice  moyenne  est 
moindre  que  la  moyenne  entre  les  hauteurs  du  niveau  d'amont,  supposé  indéfini,  au- 
dessus  du  niveau  d'aval. 

QuAnt  à  l'expérience  précédente,  si  ces  considérations  ont  peu  d'importance,  elles 
viennent  ce]>endant  à  l'appui  de  ce  que  dit  M.  Corot,  que,  dans  le  calcul  de  l'effet  utile, 
on  devrait  admettre,  par  suite  des  variations  de  niveau,  une  notable  augmentation  dans  le 
chiffre  du  résultat  définitif  tel  qu'il  le  donne.  Or,  comme  je  l'ai  démontré  en  note  par 
un  calcul  d'arithmétique,  il  y  a  une  légère  faute  de  transcription,  de  sorte  qu'on  peut 
admettre  en  nombre  rond  d'après  le  procès-verbal,  un  effet  utile  d'au  moins  ^o  pour 
100  en  eau  élevée,  dans  l'expérience  dont  il  s'agit.  On  approcherait  même  beaucoup 
de  ce  chiffre  quand  même  cette  faute  de  transcription  n'existerait  jias. 

Ainsi  que  le  remarque  M.  Corot,  la  pièce  de  bois  fixe  destinée  à  rétrécir  la  section  du 
tuyau  vertical  était  une  cause  de  perte  de  travail,  en  ce  sens  qu'elle  n'avait  pas  été  unie 
et  taillée  avec  assez  de  soin,  étant  formée  en  partie  de  planches  clouées  sur  un  arbre  de 
section  quadrangulaire  de  o™,3o  sur  o'",285.  Elle  s'enfonçait  d'ailleurs  trop  profondé- 
ment dans  le  coude,  où  le  diamètre  de  la  partie  inférieure  arrondie  en  pointe  était  en- 
core de  o"",  14  à  la  hauteur  de  l'orifice  de  sortie.  La  partie  de  cette  pièce  de  bois  qui 
s'élevait  au-dessus  du  niveau  d'amont  avait  une  section  octogone  de  o'",46  de  diamètre 
prise  entre  deux  laces  parallèles;  cette  partie  avait  2", 80  de  long,  elle  s'élevait  au-dessus 
du  tuyau  et  se  raccordait  d'ailleurs  supérieurement  et  inférieurement  avec  l'arbre  de 
section  rectangulaire. 

Cette  pièce  de  bois  avait  pour  but  de  diminuer  le  chemin  parcouru  par  les  résistances 
passives  dans  la  conduite  pendant  toute  l'époque  où  le  tuyau  mobile  était  baissé.  Cepen- 
dant elle  n'a  pas  sensiblement  augmenté  l'effet  utile  en  général,  mais  c'est  bien  moins, 
selon  moi,  à  cause  des  irrégularités  remarquées  par  M.  Corot  que  par  suite  de  la  diminution 
de  durée  qui  en  est  résultée  pour  chaque  période;  de  sorte  que  dans  un  même  temps 
donné  le  tuyau  mobile  a  fonctionné  un  plus  grand  nombre  de  fois,  en  restant  d'ailleurs 
moins  longtemps  levé  à  sa  hauteur  maxinuim.  La  durée  de  chaque  période  était  de  dix- 
sept  secondes  et  demie  sans  la  pièce  de  bois  fixe  et  de  quatorze  secondes  et  demie  avec 
cette  pièce  de  bois,  les  quantités  d'eau  débitées  étant  sensiblement  les  mêmes.  Or  si 
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à  chaque  périoile  l'appareil  a  été  obligé  de  débiter  moins  d'eau  pour  en  débiter  la  même 
quantité  dans  un  temps  donné,  et  si  cette  diminution  de  débit  a  compensé  relativement 
à  l'effet  utile  l'avanlaye,  facile  à  calculer  malgré  les  rétrécissements,  de  diminuer  le 
travail  en  résistances  passives  provenant  du  frottement,  cela  prouve  que,  si  l'on  avait 
eu  assez  d'eau  pour  en  débiter  autant  à  cha(|uc  période  que  dans  le  cas  oi'i  la  pièce  de 
bois  était  supprimée,  on  aurait  eu  une  augmentation  d'effet  utile. 

A  la  fin  des  expériences,  quand  les  besoins  du  service  ont  obligé  de  reprendre  les 
tuyaux  qui  m'avaient  été  prêtés,  je  me  suis  aperçu  trop  tard  d'un  moyen,  d'ailleurs 
très-fatigant,  d'en  faire  l'essai;  je  laissais  à  chaque  période  baisser  beaucoup  plus  l'eau 
dans  la  cuve  d'amont,  et  j'obtenais  ainsi  quelques  périodes  débitant  beaucoup  plus 
d'eau  :  j'ai  cru  trouver  de  cette  manière  une  augnientalion  notable  d'effet  utile,  mais 
je  n'ai  pu  répéter  assez  les  essais  auxquels  je  ne  crois  jamais  quand  je  ne  les  ai  pas  re- 
produits un  certain  nombre  de  fois.  On  conçoit  d'ailleurs  que  la  baisse  du  niveau  d'a- 
mont qui  en  résultait  changeait  les  conditions  du  système. 

Il  est  facile  de  démontrer,  en  faisant  le  calcid  des  résistances  passives,  qu'on  devrait 
augmenter  notablement  l'effet  utile  en  augmentant  convenablement  la  quantité  d'eau 
motrice.  La  comparaison  des  effets  obtenus  avec  ou  sans  la  pièce  de  bois  fixe  est  déjà 
un  premier  moyen  de  vérification  positive.  Parmi  les  imperfections  de  ce  grand  modèle, 
je  remarquerai  que  le  tuyau  mobile  n'était  guidé  au  sommet  que  par  des  chaînes  de 
suspension  ;  de  sorte  qu'il  se  balançait  un  peu  comme  un  arbre  agité  par  le  vent  et  per- 
dait de  l'eau  entre  lui  et  son  siège  fixe,  par  cette  raison  qui  s'est  ictrouvée  dans  tous  les 
modèles  décrits  dans  cette  Note,  parce  qu'on  voulait  les/aire  rustiques.  Cet  inconvé- 
nient est  supprimé  dans  le  grand  modèle  où  le  tuyau  fixe  a  i  mètre  de  diamètre.  Quant 
à  cette  expérience,  il  faut  aussi  remarquer  que  par  économie  on  avait  attaché  au  tuyau 
mobile  le  vase  annulaire  qui  recevait  l'eau  élevée,  laquelle  ne  s'échappait  que  par  une 
goulotte,  en  faisant  un  peu  trop  gonfler  l'eau  au  sommet.  Enfin  cette  pièce  augmen- 
tait la  masse  du  tuyau  mobile.  On  a  remarqué  à  la  fin  des  expériences  que  l'angle 
de  convergence  du  parapluie  renversé  s'était  sensiblement  ouvert,  n'étant  pas  assez  so- 
lidement construit,  ce  qui  peut  avoir  diminué  l'effet  utile. 

J'ai  fait  aux  bassins  de  Chaillot  des  expériences  variées  sur  ce  système,  le  tuyau  fixe 
ayant  60  centimètres  de  diamètre  intérieur,  la  chute  variant  de  2"',5o  à  i  mètre,  et  le 
tuyau  vertical  mobile  ayant  toujours  5  mètres  de  haut.  Cette  machine  a  fonctionné 
régulièrement  dans  diverses  conditions.  Ce  genre  d'appareil  a  marché,  sans  s'arrêter,  le 
niveau  baissant  en  atnont  et  montant  en  aval  dans  des  limites  très-étendues.  Mais 
comme  l'oscillation  en  retour  doit  descendre  assez  bas  pour  que  le  tuyau  mobile  se 
soulève  de  lui-même,  il  ne  faut  pas  que  le  niveau  en  amont  s'élève  au-dessus  d'une 
certaine  limite  pour  chaque  appareil.  Je  reviendrai  plus  loin  sur  ce  sujet.  Quant  à  l'effet 
utile,  il  était  notablement  diminué  à  Chaillot,  lorsque  la  chute  motrice  n'était  plus  que 
de  I  mètre.  Les  conditions  étaient  d'ailleurs  alors  changées,  même  relativement  à  une 
oscillation  en  retour,  devenue  trop  forte  par  rapport  à  cette  chute. 

Mais  la  nouvelle  pompe  à  feu  de  Chaillot  n'ayant  pas  été  construite,  comme  on  l'a- 
vait espéré,   avant  l'époque  où  l'on  a  eu  besoin,  pour  le  service  des  eaux   de  Paris, 

a3. 
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des  gros  tuyaux  de  conduite  qui  m'avaient  été  prêtés,  la  quantité  d'eau  élevée  par  l'an- 
cienne pompe  à  feu  aux  bassins  de  Chaillot  n'a  pas  été  suffisante  pour  étudier  complè- 
tement le  système  (vo/r ci  après  la  note  des  p.  194  et  igS.) 

Au  reste,  quand  même  pour  ces  dimensions  on  n'aurait  qu'un  effet  utile  en  eau  élever 
d'environ  4o  pour  loo,  ce  résultat  serait  encore  assez  intéressant  pour  être  signalé,  à 
cause  de  la  simplicité  de  ce  grand  appareil. 

J'ai  pris  le  parti  de  recommencer  à  Versailles,  au  bassin  de  Picardie,  avec  un  tuyau 
de  conduite  de  aS  centimètres  de  diamètre  et  de  3o  mètres  de  long,  etc.  J'ai  constaté  qu'en 
modifiant  convenablement  la  longueur  du  tuyau  de  conduite  et  proportionnant  mieux 
la  quantité  d'eau  motrice  aux  dimensions  de  l'appareil,  on  augmentait  notablement 
l'effet  uiile,  l'orifice  se  fermait  plus  vite  et  restait  plus  longtemps  tout  ouvert. 

Je  n'entre  pas  encore  dans  les  détails,  espérant  obtenir  mieux  dans  une  autre  localité 
cil  je  pourrai  varier  davantage  les  quantités  d'eau  motrice.  Mais  je  n'ai  pas  cru  devoir 
attendre  de  nouvelles  expériences  avant  d'annoncer  que  j'ai  observé  une  augmentation 
notable  d'effet  utile,  quoique  ce  fût  sur  une  chute  moindre  que  4o  centimètres,  en  éle- 
vant l'eau  an  quadruple  de  la  chute  au-dessus  du  bief  d'aval.  Cette  augmentation  de 
hauteur  a  été  obtenue  au  moyen  d'un  renflement  du  tuyau  mobile  dans  la  partie  in- 
férieure au  niveau  du  bief  d'amont,  et  par  le  rétrécissement  de  la  section  de  la  partie 
supérieure  de  ce  tuvaii  au  moyen  du  cylindre  fixe,  qui  donnait  lieu,  il  est  vrai,  à  une 
augmentation  de  frottement  dans  l'espace  annulaire  resté  libre  entre  ce  cylindre  et  ce 
tuyau.  C'est  une  des  raisons  pour  lesquelles  il  est  utile  que  le  tuyau  fixe  horizontal  soit 
assez  long  quand  on  veut  élever  l'eau  assez  haut  par  rapport  à  la  chute  motrice,  selon 
la  théorie  exposée  dans  mes  précédents  Mémoires  ['^]. 

Pour  les  grandes  chutes,  l'utilité  de  l'application  de  ce  nouveau  système  n'est  pas 
encore  aussi  incontestable,  à  cause  des  dimensions  qu'il  faudrait  lui  donner,  ce  (|ui 
diminuerait  les  avantages  de  sa  simplicité;  tandis  que  pour  les  petites  chutes  auquelles  on 
n'appliquait  pas  le  bélier,  il  peut  être  construit  en  matériaux  très-peu  résistants,  puis- 
qu'il n'y  a  aucun  coup  de  bélier  possible.  Ainsi  un  appareil  dont  le  tuyau  fixe  avait 
60  centimètres  de  diamètre  et  i3  mètres  de  long  a  été  essavé  avec  des  tuyaux  quadran- 
gulaires  formés  tout  simplement  de  planches  en  bois  blanc,  et  a  fonctionné  jour  et  nuit. 
La  chute  a  varie  de  5o  à  8  centimètres,  l'eau  étant  élevée  à  l'^jSo  au-dessus  du  niveau 
du  bief  d'aval.  J'ai  fait  marcher  l'appareil  régulièrement  avec  une  chute  de  8  ccnti- 

[*]  La  lèle  de  l^appapeil  était,  avec  quelijues  moditications,  la  même  que  celle  sur  laquelle 
M.  Combes  avait  fait  des  observations  à  ^'ersailles,  mais  on  avait  de  plus  un  moyen  de  jaugeage, 
celui  précisément  qui  était  employé  à  ce  bassin  par  radminislration  des  eaui  de  Versailles  pour 
jauger  l'e.111  amenée  par  la  machine  de  Marly  jusqu'en  iS55.  Pour  52  pouces  d'eau  débitée,  et  une 
levée  de  o'",i3  environ  ,  la  période  durant  quinze  secondes,  le  tube  mobile  était  entièrement  levé 
pendant  six  secondes ,  entièrement  baissé  pendant  si.^  secondes;  il  se  levait  en  deux  secondes,  se 
baissait  en  une  seconde.  Le  rétrécissement  de  la  section  annulaire  diminue  le  chemin  du  frottement 
dans  le  tuyau  horizontal ,  la  durée  de  roscillation  en  retour  et  celle  de  l'ascension.  Le  temps  perdu 
étant  moindre,  la  vitesse  moyenne  est  diminuée  dans  ce  tuyau,  et  la  perte  de  travail  étant  moindre, 
dans  certaines  limites  on  peut  élever  l'eau  plus  haut  avec  un  meilleur  effet  utile. 
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mèlres,  mais  ce  n'est  pas  moi-même  qui,  pour  cette  limite,  ai  constaté  le  versement 
au  sommet  :  ce  versement  était  d'ailleurs  peu  important;  mais  pour  une  chute  de  o"',4o 
il  était  de  600  litres  au  moins  à  chaque  minute. 

Parmi  les  applications  dont  ce  système  est  susceptible,  exclusivement  à  d'autres, 
j'ai  déjà  signalé  ci-dessus  le  cas  où  l'on  vide  une  écluse  de  navigation,  en  relevant  une 
partie  de  l'eau  au  bief  supérieur,  en  rappelant  que  l'Administration  des  Ponts  et  Chaus- 
sées en  a  fait  en  i85i  un  essai  provisoire  satisfaisant.  Pour  se  rendre  compte  de  la  dif- 
ficulté, il  faut  se  rappeler  que  l'opéralion  doit  se  faire  très-vite,  et  que  l'appai'eil  doit 
marcher  malgré  la  variation  des  hauteurs  du  niveau  dans  l'écluse  qui  se  vide,  ce  qui 
n'a  pas  empêché  d'obtenir  une  marche  régulière,  la  quantité  d'eau  motrice  descendue 
à  chaque  période  pouvant  alors  varier  en  sens  contraire  de  ces  hauteurs.  Le  giand 
tuyau  fi.\e  de  cet  appareil,  mentionné  dans  le  Rapport  de  M.  Combes,  n'était  cependant 
foimé,  pour  cette  expérience,  que  de  feuilles  de  zinc  n"  28,  c'est-à-dire  d'environ 
2  millimètres  d'épaisseur. 

Ce  système  peut  être  appliqué  comme  moteur  hydraulique  lorsque,  au  lieu  de  l'em- 
ployer à  élever  l'eau,  on  l'emploie  à  relever  alternativement  un  flotteur  qui  agit  en 
redescendant  sur  une  résistance  à  vaincre.  Un  autre  moteur  hydraulique  de  mon  in- 
vention à  flotteur  oscillant,  a  été  l'objet  de  deux  Rapports  favorables  à  l'Institut  (voir 
le  t.  XII  de  ce  Journal,  p.  347  )• 

Le  jury  international  de  l'Exposition  universelle  de  i855  a  fait  faire  au  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers  des  expériences  sur  un  modèle  très-imparfait  de  cet  appareil,  consi- 
déré seulement  comme  élcvatoire,  ayant  un  tuyau  de  conduite  de  o'",25  de  diamètre 
intérieur,  mais  d'une  longueur  un  peu  moindre  qu'au  bassin  de  Picardie;  j'avais 
d'ailleurs,  pour  varier  l'étude,  fait  quelques  modifications  qu'on  n'eut  pas  le  temps 
d'étudier.  Ce  fut  pour  cet  appareil  que  la  médaille  de  première  classe  me  fut  décernée. 

On  lit  dans  le  Rapport:   o   M.  de  Caligny  (n°  911), ,  a  exposé  un  appareil 

»  hydraulique  du  génie  des  béliers,  mais  dans  lequel  il  ne  se  produit  pas  de  choc  ap- 
»  parent  et  dont  la  construction  simple  et  peu  dispendieuse  permet  de  l'appliquer  aux 
"  besoins  de  l'agriculture.  Des  expériences  faites  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers 
»  ont  constaté  que  cet  appareil  donnait  un  rendement  de  43  pour  100  du  travail  du 
»    moteur  dépensé »  [*] 


[*]  Je  n'ai  pas  le  procèi-verbal  du  jury,  mais  j'avais  fait  sui'  le  même  app3reil  une  expérience 
qui  en  diffère  très-peu.  M.  Andral,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avait  la  bnnté  d'obser- 
ver le  niveau  d'amont,  tandis  que  M.  Courbebaisse,  aujourd'hui  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, qui  voulut  bien  aussi  m'aider,  observait  les  mouvements  du  tuyau  mobile,  et  comptait  le  nombre 
de  périodes,  qui  fut  de  soixante  en  dix  minutes.  La  chute  motrice  moyenne  était  de  o'",5i5,  la  hau- 
teur du  versement  au-dessus  du  niveau  moyen  du  bief  d'amont  était  de  o'°,8j5.  L'appareil  débilait 
4  mètres  cubes  d'eau  en  dix  minutes.  La  quantité  d'eau  tombée  au  bief  d'aval  était  sensiblement  le 
quadruple  de  celle  qui  était  élevée.  Chaque  période  durant  dis  secondes,  la  durée  du  temps  où  le  tuyau 
était  sur  son  siège  était  d'un  peu  plus  de  quatre  secondes.  Il  était  intéressant  surtout  de  connaître 
quelle  éluit  pendani  ce  temps  la  quantité  d'eau  inutilement  descendue  au  bief  d'aval  par  les  fissures. 
J'ai  arrêté  complètement  l'appareil,  et,  pendant  six  minutes,  la  quantité  d'eau  perdue  a  été  d'un  peu 
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Je  crois  devoir  faire  remarquer  que  dans  l'appréciation  de  ce  rendement,  on  n'a  pas 
tenu  compte,  le  considérant,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  comme  ne  résultant  pas 
à'une  installation  définitive,  de  ce  que  le  tuyau  de  conduite,  posé  dans  une  localité  où  se 
faisaient  beaucoup  d'autres  expériences,  avait  été  très-endommagé,  ayant  non-seule- 
ment des  fissures,  mais  ayant  été  écrasé  à  plusieurs  places,  ce  qui  donnait  lieu  à  des 
étranglements,  etc.,  je  discute  en  note  l'effet  utile  réel  d'au  moins  5o  pour  loo. 

Quant  au  passage  du  Rapport  relatif  à  la  variation  des  niveaux  en  amont  et  au  trop- 
plein  par  conséquent,  M.  le  général  Morin  m'a  autorisé  à  publier  une  lettre  qu'il  m'a 
fait  l'honneur  de  ra'écrire,  le  5  février  i85(),  et  dans  laquelle  il  dit  :  «  Vos  souvenirs 
..  à  l'égard  des  expériences  faites  au  Conservatoire  impérial  des  Arts  et  Métiers,  en 
«  i855,  sont  parfaitement  exacts;  le  niveau  jiouvait  s'abaisser  dans  le  bassin  alimen- 
»  taire  de  votre  machine  sans  en  interrompre  le  jeu,  mais  il  ne  pouvait  s'élever  au  delà 
»  d'une  certaine  limite  sans  faire  cesser  complètement  la  marche  de  l'appareil  ;  cet 
»  inconvénient  se  serait,  sans  aucun  doute,  moins  facilement  manifesté,  si,  comme  on 
»  devrait  le  faire  dans  une  installation  définitive,  la  section  du  bassin  alimentaire 
»   avait  été  plus  grande.  »  Le  bassin  d'aval  était  aussi  trop  petit,  il  y  avait  gonflement. 

M.  Combes  a  expliqué,  dans  son  Rapport  à  la  Société  centrale  d'Agriculture,  en  quoi 
consiste  seulement  la  ressemblance  de  cet  appareil  avec  le  bélier  hydraulique.  Depuis 
cette  époque,  M.  le  général  Poncclet  m'a  conseillé  de  donner  à  toute  cette  classe  d'appa- 


plus  du  quart  de  celle  qui  serait  descendue  au  bief  d\T\  al  si  la  machine  avait  ma  relié  le  même  temps. 
Pendant  que  le  luyau  est  sur  son  siège,  on  peut  conclure  que  la  quanliiê  d''eau  perdue  est  d'au  moins 
nn  dixième  de  celle  qui  descend  au  biel  d'aval  à  chaque  période.  H  serait  utile  d'apprécier  aussi 
celle  qui  se  perd  pendant  la  levée  du  tuyau.  On  trouve  qu'elle  ne  doit  pas  être  bien  moindre  que  la 
précédente,  eu  supposant  les  fissures  égales  et  assez  régulièremeni  disposées;  elle  dure  plus  long- 
temps, sous  des  pressions  variées.  Enfin  ces  considérations,  en  donnant  d'ailleurs  une  idée  de  ia 
manière  de  discuter  les  résultats,  montrent  que  l'cft'et  utile  ne  peut  pas  être  intérieur  a.  5o  pour  loo 
en  eau  élevée,  surtout  si  Ton  tenait  compte  de  la  manière  d'apprécier  les  (-'ffets  de  variation  régu- 
lière des  niveaux,  qui  étaient  de  o'",o6  en  amont  et  de  o™,o3  en  aval ,  cela  réduit  la  chute  moyenne 
{^prise  d'abord  sans  tenir  com/Jte  du  gonjleinenl  en  aval)  à  o'",5o  et  porte  l'élévation  à  ©"^,90  en  nom- 
bres ronds.  Je  dois  dire  que  lorsqu'on  essaya  de  diminuer  considérablement  la  longueur  du  tuyau 
fixe,  on  diminua  beaucoup  l'effet  utile,  même  en  augmentant  la  quantité  d'eau  motrice.  Je  regrette 
qu'on  ne  m'ait  pas  laissé  le  temps  d'étudier  convenablement  les  elfets  de  cette  quantité,  surtout 
avant,  que  la  longtieur  du  tuyau  fût  diminuée,  ayant  cru  dans  un  des  essais  avoir  trouvé  une  au{;men- 
lalion  essentielle  d'effet  utile  au  moyen  d'une  plus  grande  quantité  d'eau  motrice  qui  augmente  d'ail- 
leurs les  avantages  pratiques  de  l'appareil.  Dans  l'espérience  précitée,  la  hauteur  de  la  levée  du 
tuyau  mobile  était  seulement  de  7  centimètres;  c'était  avec  une  levée  plus  grande  que  j'avais  cru 
trouver  l'avantage  dont  il  s'agit  en  débitant  plus  d'eau.  Mais  n'ayant  pu  vérifier  cette  espérience, 
je  ne  donne  pas|  les  chiffres.  Dans  ces  expériences,  l'orifice  d'aval  avait  le  même  diamètre  que  le 
tuyau  de  conduite  fixe.  .4u  bassin  de  Picardie,  cette  extrémité  n'avait  que  30  centimètres  de  dia- 
mètre, parce  que  j'avais  employé  la  tête  de  machine  dont  parle  le  Rapport  de  M.  Combes.  Ce 
n'est  pas  seulement  parce  qu'il  est  officiel  que  j'attache  de  l'importance  au  résultat  provisoire 
obtenu  par  le  jury  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  en  iS55.  Il  vient  à  l'appui  des  expériences 
beaucoup  plus  répétées  que  j'avais  faites  à  Versailles  en  i854.  Il  est  très-important  de  remarquer 
que,  si  ensuite  la  diminution  de  longueur  du  tuyau  fixe  a  diminué  l'effet  utile,  il  est  bien  probable 
qu'une  augraentatiou  de  la  longueur  de  ce  tuyau  aurait  augmenté  cet  effet  utile. 
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reils  nouveaux  le  nom  à'antibéliers  hydrauliques,  pour  les  distinguer  des  béliers  de 
Montgolfier,  qui  ne  pouvaient  fonctionner  sans  choc  brusque,  les  béliers  aspirateurs 
eux-mêmes  n'en  étant  pas  exempts  ;  chacun  de  mes  appareils  diffère  d'ailleurs  peut-être 
plus  du  précédent  que  le  bélier  hydraulique  de  Montgolfier  ne  diffère  de  celui  de 
Witehurst,  publié  dans  les  Transactions  de  la  Société  Royale  de  Londres,  en  fS 
date  antérieure  de  plus  de  vingt  ans  à  l'époque  où  Montgolfier  avoue  lui-même,  dans 
son  brevet  d'invention,  qu'il  a  pensé  pour  la  première  fois  à  cette  machine. 

Je  dois  faire  observer  que  mes  appareils  essayés  très  en  grand  peuvent  aussi  marcher 
régulièrement  très  en  petit  :  ce  qui  permet  d'utiliser  des  chutes  aujourd'hui  perdues,  et 
qui,  par  leur  nombre,  ont  beaucoup  plus  d'importance  que  quelques  chutes  puissantes 
sur  lesquelles,  au  premier  aperçu,  les  applications  seraient  plus  remarquées,  quoique 
moins  réellement  utiles. 

C'est  surtout  la  possibilité  de  supprimer,  dans  plusieurs  de  mes  appareils,  toute  es- 
pèce de  balanciers  et  de  soupapes,  qui  a  permis  de  les  construire  même  très  en  petit, 
d'une  manière  on  ne  peut  plus  rustique.  Or  cela  était  peut-être  plus  difficile  à  réaliser 
que  pour  les  grandes  machines.  J'ai  réduit  l'appareil  à  n'avoir  d'autre  pièce  mobile 
qu'un  tube  oscillant  attaché  à  un  flotteur  annulaire  ne  formant  qu'une  seule  pièce  avec 
lui  et  qui  le  relève  alternativement,  lorsque,  après  le  versement  de  l'eau  au  sommet, 
une  oscillation  en  retour  est  descendue  assez  bas  pour  que  l'eau  qui  pressait  à  l'intérieur 
un  anneau  inférieur  d'un  diamètre  moindre  que  celui  du  reste  de  ce  tube,  permette  à 
celui-ci  d'être  ainsi  relevé  pour  redescendre  ensuite  en  vertu  des  phénomènes  précités 
de  succion  à  contre-courant. 

J'ai  à  Versailles  un  modèle  fonctionnant,  très-rustique,  de  cette  disposition,  quoique 
je  sois  parvenu  à  lui  donner  des  dimensions  très-petites  [*'\.  Dans  le  cas  où  il  resterait 
le  moindre  doute  sur  la  marche  de  Jour  et  de  nuit  de  mes  appareils,  en  apparence  les 
plus  délicats,  je  le  tiens  à  la  disposition  du  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers;  je  pré- 
viens seulement,  à  cause  de  la  difficulté  quelconque  résultant  des  ajustages  de  petites 
pièces  et  de  la  différence  qui  en  résulte  dans  le  rapport  des  sections,  etc.,  que  l'effet 
utile  sera  moindre  que  pour  de  plus  grandes  dimensions  (ce  qui  peut  provenir  d'ail- 
leurs en  partie  de  ce  que  l'étude  n'en  est  pas  complétée),  sans  descendre  au-dessous  de 
celui  de  plusieurs  grandes  machines  en  usage.  Les  phénomènes  des  résistances  passives 
dans  les  petites  vitesses  suffiraient  seules  pour  expliquer  une  diminution  sensible  d'effet 
utile.  Ces  phénomènes  s'opposent  même  à  ce  qu'on  donne  au  tuyau  de  conduite  fixe 
le  rapport  de  la  longueur  à  la  chute  motrice  qui  conviendrait  le  mieux  à  l'effet  utile 
pour  de  plus  grandes  dimensions.  J'avais  espéré  pouvoir  exagérer  la  longueur  du  tuyau 
de  conduite  fixe;  je  me  suis  aperçu  qu'il  fallait  an  contraire  la  réduire  dans  ce  cas.  Or 


[']  Le  diamètre  a  pii  êlro  réduit  jiisqii'à  moins  de  o'",o5,  et  pourrait,  je  crois,  être  encore  dimi- 
nué lie  plus  de  moitié;  mais,  pour  qu'on  puisse  avoir  un  effet  utile  convenable,  il  faut  alors  qu'on 
ait  à  utiliser  une  chute  três-pelite.  Si  la  chute  était  un  peu  grande,  il  est  facile  de  prévoir  la  perle 
qui  résnlterail  du  frollemenl.  Celles  que  j'ai  employées  pour  ce  petit  diamètre  ne  dépassaient  pas 
o'",i8.  Le  lube  mobile  a  un  diamètre  de  o">,o9,  lecjlindre  fixe  a  un  diamètre  de  o^.oy. 
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je  ne  saurais  trop  répéter  que,  dans  des  limites  très-élendues,  la  longueur  du  tuyau 
de  conduite  fixe  est  très-importante  pour  augmenter  l'effet  utile. 

Dans  les  expériences  plus  en  grand  faites  jusqu'à  ce  jour,  toutes  les  fois  que  j'ai  pu 
augmenter  la  longueur  du  tuyau  fixe,  j'ai  augmenté  l'effet  utile  obtenu.  Enfin  on  peut 
compter,  en  attendant  mieux,  que,  pour  ces  diamètres  très-petits,  l'effet  utile  en  eau 
é/ei'ce  De  sera  pas  moindre  qu'un  tiers  environ  du  travail  dépensé. 

Comme  on  le  verra  plus  loin,  il  est  important  de  pouvoir,  dans  certaines  limites, 
augmenter  la  levée  du  tuyau  mobile  pour  diminuer  la  perte  de  force  vive  à  la  sortie  de 
l'eau.  J'étudie  en  ce  moment  les  n)oyens  d'employer  à  cet  effet  la  vitesse  acquise  du 
tuvau  mobile. 

Quand  il  y  a  un  balancier,  je  forme  le  contre-poids,  par  exemple,  d'une  chaîne  ana- 
logue à  celle  du  pont-levis  de  M.  le  général  Poncelet.  Il  en  résulte  que  le  tuyau  mobile 
peut  se  lever  plus  haut,  et  qu'au  commencement  de  sa  descente  une  succion  moins 
forte  suffit;  et  comme  la  force  de  succion  augmente  à  mesure  que  ce  tuyau  s'approche 
de  son  siège  fixe,  cette  disposition  semble  très-rationnelle.  J'ai  obtenu  un  effet  sem- 
blable en  suspendant  un  flotteur  pouvant  plonger  en  tout  ou  en  partie  à  l'époque  con- 
venable. Enfin  si  l'on  emploie  un  flotteur  au  lieu  d'un  balancier  comme  ci-dessus,  on 
peut  aussi  profiter  de  la  vitesse  acquise  du  tuyau  mobile.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  y 
a  lieu  d'examiner  si,  en  compliquant  un  peu  l'appareil,  on  n'augmentera  pas  l'effet 
utile  au  moyen  d'un  encliquetage  qu'il  suffira  de  faire  lâcher  aux  époques  où  cela  sera 
utile,  quand  on  voudra  que  le  tuyau  reton)be.  Mais  cela  sera  un  peu  moins  simple  que 
l'appareil  tel  que  je  l'ai  d'abord  exécuté,  et  dans  beaucoup  de  cas,  pour  les  besoins  de 
l'agriculture,  etc.,  il  s'agira  bien  moins  d'augmenter  l'effet  utile  que  d'avoir  un  moyen 
extrêmement  simple  d'employer  de  petits  cours  d'eau  perdus.  Pour  les  petites  machines, 
le  flotteur  est  préférable  au  balancier,  qui  paraît  plus  rationnel  pour  les  grandes. 

PRINCIPE  d'un  RliCUHTEUR  DU  NI\  EAU  u'aMONT  ET  d'uN  NOUVEAU  BARRAGE  MOBILE. 

Plusieurs  des  appareils  que  j'ai  présentés  reposent  sur  divers  principes  de  succion 
combinés  en  général  de  manière  à  faire  fondionner  une  pièce  mobile,  quand  la  vitesse 
acquise  dans  un  tuyau  fixe  atteint  une  certaine  limite.  11  en  résulte  que  si  le  niveau 
du  bief  d'amont  baisse,  ces  appareils  peuvent  en  général  continuer  de  marcher,  pourvu 
que  la  quantité  d'eau  motrice  qui  y  passe  à  chaque  période  puisse  varier  en  sens  con- 
traire de  la  chute,  jusqu'à  ce  que  celle-ci  soit  assez  diminuée  pour  que  la  vitesse  alterna- 
tive nécessaire  à  leur  jeu  ne  puisse  plus  être  acquise.  Mais  quand  les  biefs  d'amont  ont 
peu  d'étendue,  on  conçoit  qu'une  diminution  du  cours  d'eau  motrice  obligerait  bientôt 
ces  machines  de  s'arrêter,  ainsi  que  cela  arrive  d'ailleurs  en  pareil  cas  à  beaucoup  d'appa- 
reils connus,  qui  semblaient  au  reste  devoir  conserver  sur  elles  l'avantage  spécial  de 
pouvoir  continuer  à  marcher  quand  le  niveau  d'amont  s'élève,  tandis  que  ces  machines 
nouvelles  s'arrêtent  en  général  quand  il  n'y  a  pas  de  trop-plein  à  une  certaine  hauteur, 
parce  qu'il  v  a  un  mouvement  de  retour  qui  ne  peut  plus  se  faire  dans  ce  cas  sans  une 
régulation  d'une  espèce  particulière  [iwir  [>.  179  et  iqS). 
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J'ai  indiqué  ci-dessus  un  moyen  de  remplacer  dans  plusieurs  de  mes  appareils  les 
balanciers  à  contre-poids  par  des  flotteurs  plongeant  dans  l'un  ou  l'autre  bief  sans  ad- 
dition de  pièce  mobile.  Abstraction  faite  de  l'avantage  qui  en  est  résulté  pour  diminuer 
l'inertie  du  système,  ces  flotteurs  ont  une  proprifté  nouvelle  provenant  de  la  manière 
dont  ils  peuvent  être  combinés  avec  la  levée  de  la  pièce  mobile  qui  livre  passage  à  l'eau 
motrice,  quand  ils  sont  soulevés  en  vertu  d'une  oscillation  en  retour. 

Comme  exemple  d'application  de  cette  espèce  de  régulateur,  je  considérerai  seule- 
ment ici  l'appareil  à  tube  oscillant,  qui  peut  être  sans  autre  pièce  mobile,  dont  j'ai 
donné  la  description  dans  cette  Note. 

.Te  suppose  que  son  balancier  à  contre-poids  soit  remplacé  par  un  flotteur  annulaire, 
lié  au  tube  mobile  et  plongeant  alternativement  dans  l'eau  du  bief  supérieur  ou  dans 
une  capacité  en  communication  avec  ce  bief.  Si  le  niveau  d'amont  s'élève,  l'oscillation 
redescend  moins  bas  dans  ce  tube;  mais  le  flotteur  tend  à  être  relevé  par  l'eau  d'amont 
avec  une  force  cjui,  dans  certaines  limites,  fait  compensation  quant  au  soulèvement. 

Si  la  quantité  d'eau  moirice  diminue  un  peu,  le  niveau  du  bief  d'amont  tend  à  des- 
cendre; mais,  par  cette  raison  même,  le  flotteur  qui  soulève  alternativement  le  tube  ne 
peut  plus  monter  aussi  haut.  Le  passage  de  l'eau  motrice  est  diminué,  et,  en  vertu  de  la 
nature  du  phénomène  de  succion,  il  n'est  plus  nécessaire  qu'il  passe  autant  d'eau  à 
chaque  période  pour  que  le  tube  mobile  retombe  sur  son  siège. 

Si  au  contraire  la  quantité  d'eau  motrice  augmente,  le  flotteur  se  levant  plus  haut 
ainsi  que  le  tube  auquel  il  est  attaché,  il  passe  d'autant  plus  d'eau  à  chaque  période 
que  la  levée  est  plus  grande.  Enfin  au  delà  d'une  certaine  ouverture  la  succion  ne  se 
faisant  plus  d'une  manière  convenable,  ce  tuvau  mobile  reste  levé.  Dans  le  cas  con- 
traire, au  delà  d'une  certaine  baisse  du  niveau  d'amont,  ce  tuvau  ne  peut  plus  se  lever 
ou  ne  se  lève  que  par  une  succession  de  vibrations,  d'ailleurs  assez  curieuses,  mais  ne 
débitant  que  très-peu  d'eau.  Cet  appareil  peut  donc  être  considéré  comme  une  sorte 
de  barrage  mobile,  permettant  à  la  surface  de  l'eau  d'amont  d'osciller  entre  certaines 
limites  sans  qu'il  s'arrête.  Il  peut  être  disposé  de  manière  que  dans  des  conditions  con- 
venables la  percussion  du  moindre  filet  d'eau  le  fasse  ouvrir  en  vertu  de  ces  vibrations, 
de  manière  à  utiliser  les  moindres  quantités  d'eau  en  les  employant  seidement  par  inter- 
valles ou,  si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi,  par  éclusées. 

Ce  qui  précède  suppose  que  le  bief  d'aval  ne  varie  pas  bien  sensiblement  :  c'est  en 
effet  ce  qui  arrive  en  général  sur  de  très-])etits  cours  d'eau  utilisés  seulement  pour  les 
irrigations.  Quand  le  niveau  d'aval  varie,  la  question  devient  moins  simple;  mais  or- 
dinairement quand  il  s'élève,  celui  d'amont  s'élève  aussi  et  la  chute  diminue.  Dans  ce 
cas,  le  régulateur  peut  agir  d'après  le  même  principe  que  ci-dessus.  On  conçoit  d'ailleurs 
qu'il  peut  être  utile  que  le  flotteur  soit  divisé  en  deux,  dont  un  fonctionne  dans  le  bief 
supérieur  et  l'autre  dans  le  bief  inférieur.  Celui  du  bief  inférieur  offre  l'inconvénient 
d'exiger  un  peu  plus  de  profondeur  dans  les  fondations,  celui  du  bief  supérieur 
d'exiger  en  général  la  construction  d'une  capacité  annulaire,  pour  laisser  passer  le 
tuyau  mobile,  soutenue  à  la  hauteur  convenable  et  mise  en  communication  avec  le 
bief  d'amont.  Je  n'entre  pas  ici  dans  le  détail  de  la  construction  du  flotteur  dans  ce  cas 
Tome  VII  (2"  série).  —  Juin  18C2.  2Z} 
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et  de  cette  capacité,   voulant  seulement  indiquer  un  principe  applicable  d'ailleurs  à 
d'autres  systèmes  de  mon  invention  [*]. 

EXPÉRIENCES  ET  OBSERVATIONS  SUR  LES  NOUVEAUX  PHÉNOMÈNES  DE  SUCCION  ET  n' ECOULEMENT 
APPLIQUÉS  DANS  CET  APPAREIL.  —  UTILITÉ  DE  CES  OBSERVATIONS  POUR  l'eMPLOI  DU 
MOUVEMENT    DES    VAGUES    ET    l'eXPLICATION    DE    PHÉNOMÈNES    DIVERS. 

MM.  Thenard,  Clément  Desormes  et  Hachette  ont  signalé  un  phénomène  de  succion 
qui,  dans  certaines  circonstances  exceptionnelles,  fait  marcher  à  contre-courant  des. 
plaques  beaucoup  plus  larges  que  les  orifices  des  vases  devant  lesquels  elles  sont  dispo- 
sées, les  lames  liquides  étant  très-minces.  On  sait  combien  cet  ordre  de  phénomènes  a 
embarrassé  les  constructeurs,  qui  étaient  loin  de  se  douter  qu'on  en  pourrait  tirer 
parti.  Le  phénomène  de  succion  doDt  il  s'agit  en  diffère  d'une  manière  essentielle, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  par  divers  détails. 

Il  est  juste  de  rappeler  d'abord  une  expérience  de  Du  Buat,  qui  a  été  contestée, 
l'effet  des  manomètres  pouvant  dépendre  de  la  communication  latérale  du  mouvement 
des  liquides.  Il  avait  conclu  d'observations  faites,  au  moyen  de  manomètres,  sur  les 
divers  points  de  la  face  antérieure  d'un  prisme  plongé  dans  un  courant  d'eau,  qu'il 
y  avait  une  véritable  succion  à  une  certaine  distance  du  pourtour  de  cette  face. 
Quelle  que  puisse  en  être  la  cause,  si  l'on  obligeait  les  filets  liquides  à  prendre  des 
directions  analogues  à  celles  qu'ils  prennent  autour  de  ce  prisme,  tout  en  suppri- 
mant la  partie  solide  centrale  de  ce  prisme,  de  manière  à  ne  conserver  que  l'an- 
neau sur  lequel  Du  Buat  prétend  avoir  observé  une  succion  ,  cette  succion ,  si 
elle  était  bien  réelle,  ce  qui  paraissait  douteux,  doit  faire  avancer  cet  anneau 
à  contre-courant.  C'est  ce  qui  est  arrivé  lorsque  j'ai  présenté  le  tuyau  vertical  au- 
dessus  du  tuyau  de  conduite  fixe,  recourbé  verticalement,  dont  l'eau  a  été  obligée 


[*]  Parmi  les  moyens  de  régulariser  les  niteaux  je  dois  en  ciiet  un  très-simple  que  j'ai  cmplové 
avec  succès  dans  mes  expériences  au  bassin  de  Picardie,  à  Versailles.  L'eau  qui  arrivait  de  bas  en 
haut  dans  une  cuve  servant  de  bief  d'amont,  formait  une  sorte  de  jet  à  mouvemenis  alternatifs  très- 
rcguliers,  dont  la  cause  dépendait  seulement  de  l'état  intérieur  des  tuyaux  de  conduite  enUe  les  fil- 
tres et  le  bassin.  J'ai,  dans  d'autres  circonstances,  trouvé  moyen  de  faire  osciller  des  jets  d'eau  par 
la  seule  disposition  de  pièces  fixes  à  l'orifice  de  sortie,  et  je  pense  que  rétnde  des  phénomènes  df 
ce  genre  pourra  servir  plus  tard  i  étudier  l'eut  intérieur  des  conduites.  Mais,  dans  le  cas  dont  il 
s'agissait,  il  fallait  avant  tout  me  débarrasser  de  ces  oscillations,  si  fortes  qu'elles  mettaient  dans 
l'inipossibililé  de  connaître  lu  niveau  moyen  de  l'eau  dans  la  cuve  représentant  le  bief  d'amont.  Or, 
pour  faire  cesser  ces  iinermiilences,  il  a  suffi  de  poser  transversalement  une  planche  au-dessus  du 
jet.  C'est-à-dire  que  la  percussion  de  ce  jet  contre  la  planche  a  su  Ri  pour  fnire  cesser  le  phénomène 
d'intermittence  dont  il  s'agissait  de  me  débarrasser,  de  sorte  que  l'alimentation  du  bassin  est  deve- 
nue sensiblement  uniforme  an  moyen  de  toute  l'eau  élevée  par  la  machine  de  Marly.  Ainsi  dans 
cette  circonstance  un  obstacle  fixe  a  détruit  des  intermillences,  que  dans  d'autres  circonstances  des 
obstacles  fixes  avaient  occasionnées,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  dans  mon  second  Mémoire  de  iS5o». 
J'ai  eu  depuis  occasion  d'étudier  des  ondes  formées  par  la  rencontre  d'obstacles  fixes  à  l'époque  du 
remplissage  du  nouveau  port  de  Cherbourg. 

«  Kn  r  tome  XV  Je  .:e  journal,  A  la  pajc  14  de  ce  Mémoire,  au  lieu  de  oru,33,  il  f..ut  lire  33  mètre». 
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de  dévier  autour  du  tuyau  vertical  mobile,  en  soutenant,  dans  l'intérieur  de  celui-ci, 
une  colonne  liquide  à  un  niveau  plus  élevé  que  le  bief  inférieur,  et  dont  la  réaction 
entretenait  la  déviation  dont  il  s'agit.  Les  ondulations  du  sommet  de  celte  colonne 
liquide  sont  entretenues  par  la  percussion  graduellement  croissante. 

Cette  réaction  a  de  plus  un  effet  positif  dans  cet  appareil,  parce  que  le  tuyau  verti- 
cal mobile  porte  à  sa  partie  inférieure  un  anneau  d'un  diamètre  moindre  que  le  sien, 
mais  égal  à  celui  du  tuyau  fixe.  Il  y  a  donc  une  cause  positive  de  pression  qui  se  joint 
à  la  succion  pour  faire  redescendre  le  tuyau  mobile.  On  peut  produire,  dans  certains 
cas,  une  onde  annulaire  assez  curieuse  autour  de  l'extrémité  inférieure  de  ce  tuyau,  sur 
le  parapluie  renversé  duquel  l'eau  baisse  alternativement.  J'ai  même  essayé  de  profiter 
de  ce  qu'il  en  résultait  une  AcmyeWaûon pendant  l'écoulement  de  l'intérieur  à  l'extérieur, 
et  un  exhaussement,  au  contraire,  sur  le  siège  quand  le  tuyau  mobile  était  redescendu. 
Mais  jusqu'à  présent  j'ai  trouvé  qu'il  était  plus  prudent,  pour  la  maiche  continue,  d'en- 
foncer assez  profondément  le  siège  fixe  pour  que  cette  onde  annulaire  n'apparaisse  plus 
sensiblement  au-dessus  du  niveau  du  bief  d'aval. 

Désirant  voir  jusqu'à  quel  point  la  succion  pourrait  avoir  quelque  analogie  avec  celle 
dont  on  doit  la  connaissance  à  MM.  Thenard,  Clément  Desormes  et  Hachette,  j'ai  pro- 
longé extérieurement,  au  moyen  d  une  forte  plaque  de  zinc,  le  plan  horizontal  inférieur 
de  l'anneau  du  tuyau  vertical  mobile.  Mais  cela  n'a  fait  que  diminuer,  au  contraire, 
la  force  de  descente  dans  ce  liquide;  cela  n'a  jamais  eu  aucun  avantage,  même  quand 
cette  couronne  extérieure  était  très-réduite,  de  manière,  du  moins,  à  ne  plus  nuire,  il 
n'y  en  acait  point  alors  une  large  autour  du  tuyau  fire. 

En  relevant  ensuite  les  bords  extérieurs  de  cette  couronne  comme  ceux  d'un  para- 
pluie renversé,  j'ai  considérablement  augmenté  la  force  de  succion,  par  suite  de  la  ma- 
nière dont  cette  disposition  a  modifié  la  déviation  des  filets  liquides  (vo/rpour  quelques 
détails  numériques  le  journal  l'Institut,  i85o  et  i85i,  etc.). 

Enfin,  j'ai  fait  passer  un  plan  fixe  horizontal  par  l'orifice  du  tuyau  fixe,  disposé  pré- 
cisément au-dessous  du  tuyau  mobile,  de  manière  à  former  un  véritable  ajutage  annu- 
laire divergent  avec  le  parapluie  renversé  dont  je  viens  de  parler,  à  l'époque  où  le  tuyau 
vertical  est  soulevé.  Il  est  résulté  de  cette  disposition  une  augmentation  considérable 
dans  la  force  de  succion.  Il  est  utile,  pour  plusieurs  raisons,  de  donner  à  cette  surface 
fixe  inférieure  la  forme  d'une  sorte  d'entonnoir,  dont  les  bords.extérieurs  sont  d'ailleurs 
disposés  de  manière  à  empêcher  le  retour  des  sables,  etc. 

On  conçoit  que  ces  effets  dépendent  de  l'étendue  du  parapluie  renversé  et  que  l'es- 
pèce d'ajutage  divergent  qui  en  résulte  doit  d'ailleurs  être  utile  pour  ne  pas  laisser 
perdre  une  quantité  notable  de  la  force  vive  restante  à  l'eau  qui  s'échappe  au  bief  infé- 
rieur, et  qui  peut  être  en  partie  employée  à  agir  par  succion  sur  la  colonne  liquide, 
d'après  les  principes  connus  des  ajutages  divergents. 

Il  est  enfin  résulté  de  ces  diverses  causes  réunies  une  force  de  succion  telle,  qu'il  a 
fallu  la  modérer  pour  ne  pas  endommager  l'appareil.  Or  il  est  à  remarquer  que  le  para- 
pluie renversé,  utile  pour  augmenter  la  succion,  est  utile  aussi,  dans  certaines  limites, 
pour  modérer  la  percussion  du  tuyau  sur  son  siège,  à  cause  de  la  manière  dont  il  est 

24. 
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obligé  de  déplacer,  en  descendant,  la  couche  d'eau  qui  est  au-dessous  de  lui,  surtout 
quand  le  siège  fixe  est  entouré  d'une  surface  conique,  dans  laquelle  il  pénclre  comme 
dans  le  modèle  qui  a  fonctionné  à  l'Exposition  universelle  de  i855. 

Quand  l'appareil  ne  marche  pas  encore,  si  le  tuyau  vertical  est  baissé  et  le  contre- 
poids convenablement  calculé,  le  moindre  ébranlement  suffit  pour  causer  des  vibra- 
tions, à  la  suite  desquelles  le  tuyau  se  lève  de  lui-même  lorsqu'il  y  a  assez  d'eau  en 
amont,  ce  qui  pourra  être  utile  pour  faire  partir  l'appareil  de  lui-même  dans  certaines 
conditions.  Abstraction  faite  de  cette  machine,  il  est  intéressant  d'étudier  les  effets  du 
phénomène  dont  il  s'agit  relativement  à  diverses  circonstances. 

Les  Mémoires  de  la  Société  Géologique  de  Londres  ont  fait  mention,  il  y  a  environ 
vingt-cinq  ans,  d'un  phénomène  d'hydraulique  très-curieux  et  dont  on  n'avait  point 
donné  d'explication  satisfaisante.  Dans  une  des  îles  Ioniennes,  un  cours  d'eau  assez  fort 
se  jette  dans  la  terre  à  un  niveau  inférieur  à  celui  de  la  mer.  Cet  appareil  en  donne 
une  explication  plus  complète  qu'un  autre  appareil  de  mon  invention  décrit  dans  le 
tome  VIII,  p.  23,  de  ce  Journal. 

Les  effets  de  succion  ou  de  pression  négative  des  liquides  en  mouvement  sont  assez 
variés  pour  qu'il  ne  fût  pas  étonnant  qu'il  s'en  présentât  autour  d'une  île,  si  la  forme 
de  ses  côtes  et  surtout  celle  de  ses  rochers  se  trouvait  dans  certaines  conditions.  Mais 
pour  expliquer  des  effets  aussi  remarquables  que  celui  dont  il  s'agit,  il  est  intéressant  de 
montrercoramenton  peut  utiliser  les  jets  d'eau  puissants  que  les  vagues  forment  souvent 
sur  les  rochers  et  qui  n'étaient  considérés  que  comme  des  moyens  de  destruction.  C'est 
ce  que  je  me  propose  de  faire,  pour  montrer  d'ailleurs  une  fois  de  plus  à  combien  de 
circonstances  variées  peuvent  être  applicjués  mes  nouveaux  principes,  dont  plusieurs 
ont  autant  pour  objet  la  physique  générale  que  la  mécanique  proprement  dite. 

J'ai  produit  des  succions  à  contre-courant  très-puissantes,  sur  une  assez  grande 
échelle,  au  moven  de  la  percussion  des  veines  liquides,  en  étudiant  l'appareil  de  mon 
invention  spécialement  décrit  dans  celte  JNote.  Dans  les  expériences  faites  à  Saint-Lô, 
la  force  de  succion  était  encore  très-sensible  à  une  distance  de  4°  centimètres  du 
siège  fixe,  mais  à  celte  distance  elle  était  très-diminuée,  dans  certaines  circonstances 
du  moins. 

Il  suffit,  pour  avoir  une  idée  de  ce  que  je  propose  aujourd'hui,  de  supposer  toutes 
les  j)ièces  de  cet  appareil  absolument  fixes,  le  tube  qui  était  mobile  restant  soulevé  à 
une  hauteur  convenable.  Lorsque  la  surface  qui  recevait  la  percussion  du  liquide  était 
entièrement  hors  de  l'eau  du  bief  inférieur,  ainsi  que  la  nappe  d'eau  qui  la  fraj)pait  en 
apparence,  la  succion  à  contre-courant  qui  en  résultait  était  encore  très-puissante  et  bien 
plus  quesuffisante  pour  faire  fonctionner  régulièrement  l'appareil.  Ainsi,  dans  les  bassins 
deChaillot,j'ai  souvent  fait  marcher  l'appareil  pendant  plusieurs  heures  de  suite,  l'orifice 
d'aval  étant  entièrement  hors  de  l'eau.  On  voyait  la  nappe  liquide  sortante  lécher  les 
parois  relevées  du  parapluie  renversé,  en  formant  à  ses  extrémités  une  volute  annu- 
laire. La  puissante  force  de  succion  qui  se  manifestait  bien  au-dessus  de  l'eau  du  bief 
d'aval  venait  sans  doute  de  la  force  centrifuge  combinée  avec  la  forme  du  parapluie 
renversé,  la  nappe  cfeau  ne  suh'a/it plus  le  plan  inférieur  de  l'ajutage  annulaire . 
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Dans  mes  expériences  en  grand,  plusieurs  hommes  ne  pouvaient  quelquefois  résis- 
ter, même  en  agissant  à  l'extrémité  d'un  assez  long  bras  de  levier;  on  était  enlevé  mal- 
gré soi  avec  une  extrême  violencç.  J'ai  même  regretté,  dans  les  circonstances  où  je  me 
trouvais,  de  ne  pouvoir  déterminer  convenablement  le  maximum  des  poids  susceptibles 
d'être  soulevés.  Mais  je  n'aurais  pu  le  faire  sans  m'exposer  à  briser  les  appareils.  Cela 
dépendait  beaucoup  des  diverses  hauteurs  de  levée  du  tube  mobile  et  du  mode  de  cette 
levée.  11  est  d'ailleurs  facile  de  régulariser  ces  effets  quand  on  les  modère. 

Il  y  a  lieu  de  croire  que  si  l'on  n'avait  pas,  au  contraire,  été  obligé  de  modérer  ia 
succion,  il  aurait  été  utile  de  donner  une  certaine  courbure  aux  surfaces  extérieure- 
ment relevées,  de  manière  à  justifier  encore  mieux  la  comparaison  de  leur  forme  avec 
celle  d'un  parapluie  renversé.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  forme  de  cet  appareil,  comme  je 
l'expliquerai  plus  au  long  dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  si  l'on  réduisait  son  tuyau  de 
conduite  fixe  à  un  simple  ajutage  évasé  de  manière  à  recevoir  convenablement  le  choc 
des  flots,  toutes  les  pièces  étant  d'ailleurs  fixes,  est  assez  simple  pour  qu'on  puisse  espé- 
rer de  le  trouver  dans  la  nature.  On  sait  que  sur  certaines  côtes,  notamment  sur  celles 
de  la  Syrie,  on  trouve  des  jets  d'eau  naturels  très-curieux,  résultant  du  mouvement 
alternatif  des  vagues.  Or  il  n'y  aurait  rien  d'absolument  impossible  à  ce  qu'on  trouvât 
dans  la  nature  quelque  chose  d'analogue  à  un  appareil  de  ce  genre  a  pièces  fixes,  les 
surfaces  où  se  fait  la  succion  pouvant  d'ailleurs  être  en  communication  avec  des  cours 
d'eau  souterrains  par  un  siphon  ou  tuyau  naturel. 

Mais  il  ne  semble  pas  même  nécessaire  d'avoir  recours  à  cette  supposition,  connais- 
sant les  puissants  jets  d'eau  que  les  vagues  occasionnent  dans  certaines  circonstances. 
Il  suffit  très-probablement  de  supposer  convenablement  relevés  ou  recourbés  extérieu- 
rement les  bords  des  surfaces  recevant  le  choc  de  ces  jets  d'eau  alternatifs,  pour  qu'il 
en  résulte  des  effets  aussi  puissants  sur  les  cours  d'eau  souterrains  que  ceux  qui  ont 
été  signalés  par  la  Société  Géologique  de  Londres,  sans  explication  satisfaisante. 

On  sait  d'ailleurs  qu'il  existe  sur  les  bords  de  la  Méditerranée  des  marais  qu'on  ne 
peut  épuiser,  puisqu'on  manque  de  moteurs.  Or  s'il  suffit  de  présenter  au  choc  des 
vagues  des  surfaces  convenablement  disposées  pour  obtenir  des  succions  capables  de 
faire  ces  épuisements;  cela  est  assez  simple  pour  qu'il  soit  utile  de  faire  à  ce  sujet 
les  expériences  qui  pourront  être  nécessaires  à  l'étude  plus  complète  de  la  question, 
mes  expériences  à  l'époque  où  je  les  ai  faites  ayant  eu  bien  plutôt  pour  objet  l'étude 
des  effets  d'une  machine  hvdraulique  fonctionnant  au  moyen  d'une  chute  d'eau  régulière. 

Dans  tous  les  cas,  il  est  intéressant  de  se  rendre  compte  des  effets  de  succion,  en 
les  étudiant  séparément,  afin  d'arriver  à  quelque  base  pour  en  calculer  la  puissance. 
Car,  môme  dans  l'appareil  ayant  les  dimensions  dont  jiarle  surtout  le  Rapport  de 
M.  Combes,  il  v  a  des  cas  où  deux  hommes  ne  peuvent  résister  à  la  force  de  succion 
qui  se  développe  pour  les  trop  petites  levées  du  tuyau  mobile;  et  cependant,  au 
moyen  d'un  assez  petit  contre-poids,  on  a  pu  disposer  les  choses  de  manière  à  n'a- 
voir aucune  percussion  apparente,  avec  de  très-petites  levées  de  ce  tuyau,  lorsque 
dans  les  grandes  chaleurs,  par  exemple,  on  n'a  avec  le  même  appareil,  versant  de 
l'eau   à   la    même   hauteur,    qu'une  quantité  d'eau   motrice   extrêmement  petite.   On 
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conçoit  que  si  le  contre-poids  ne  tient  ce  tuyau  soulevé  que  par  un  effort  très-faible, 
l'eau  n'a  le  temps  que  d'acquérir  une  très-petite  vitesse  avant  qu'il  soit  retombé.  Si 
au  contraire  on  fait  un  certain  effort  pour  le  tenir  soulevé,  bientôt  l'eau  s'échappe 
avec  une  assez  grande  vitesse  pour  que  la  succion  devienne  plus  puissante  qu'avec 
une  levée  plus  grande. 

Je  crois  devoir  donner  quelques  développements  à  ce  que  j'ai  déjà  dit  sur  les  effets 
de  ce  genre,  les  ayant  expérimentés /)Ottr  rfe.ç  lames  très-épaisses. 

On  sait  que  la  force  centrifuge  est  un  élément  essentiel  des  calculs  sur  la  percus- 
sion des  liquides,  ainsi  que  cela  est  expliqué  dans  ï Introduction  à  la  mécanique  in- 
dustrielle,  par  BI.  le  général  Poncelet,  et  notamment  dans  son  Essai  sur  une  théorie 
du  choc  et  de  la  résistance  des  fluides  indéfinis,  principalement  fondée  sur  la  considéra- 
tion des  forces  vives,  §§  12  et  suivants.  Il  était  donc  intéressant  d'examiner  la  marche 
générale  des  filets  liquides  dans  un  canal  découvert,  dans  des  circonstances  qui,  sans 
être  les  mêmes  cjue  celles  de  l'appareil  décrit  ci-dessus,  avaient  cependant  assez  de 
rapports  avec  le  phénomène  au  moyen  duquel  je  propose  de  faire  des  épuisements 
par  la  succion  des  vagues,  en  utilisant  la  force  centrifuge  que  leurs  puissants  jets  d'eau 
alternatifs  sur  certains  rochers  permettront  sans  doute  d'appliquer  immédiatement, 
en   vertu  de  quelques  modifications  dans  la  forme  des  surfaces  choquées. 

On  sait  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  se  présente  au  pied  d'un  phare  protégé  par  des 
travaux  à  profil  concave,  (pie  les  flots  auxquels  ce  proGl  a  pour  but  de  résister,  s'é- 
lèvent en  vertu  de  cette  force  même  à  de  très-grandes  hauteurs;  de  sorte  que  des 
constructions  de  ce  genre  permettent  d'espérer  qu'on  pourra  disposer  de  quantités  de 
force  vive  suffisantes  pour  faire  des  épuisements  dans  de  marais  tels  que  ceux  de  la 
Camargue,  au  moyen  du  système  que  je  propose,  et  à  l'occasion  duquel  je  vais  entrer 
dans  quelques  détails  sur  des  phénomènes  qui  peuvent  servir  à  l'étudier. 

Un  canal  rectangulaire  versait  de  l'eau  sur  un  moulin.  Pour  arrêter  ce  moulin,  il 
suffisait  de  disposer  transversalement  une  planche  rectangulaire  faisant  partie  dans  le 
premier  cas  de  la  paroi  latérale. 

Or  quand  on  reculait  à  une  assez  grande  distance  en  aval  la  planche  transversale 
dont  je  nens  de  parler,  si  l'aspect  général  du  courant  n'était  pas  beaucoup  modifié, 
les  flots  d'aval  s'infléchissaient  davantage,  ainsi  qu'il  était  d'ailleurs  facile  de  le  prévoir, 
et  il  en  résultait  que  leur  concaviié  était  tournée  de  manière  que  leur  force  centrifuge 
s'opposait  à  la  pression  du  reste  du  courant  sur  la  paroi  du  canal  en  aval  de  l'orifice. 

Cette  observation,  à  laquelle  je  n'attachai  pas  d'importance  à  l'époque  où  je  la  fis, 
parce  qu'elle  ne  me  paraissait  pas  modifier  d'une  manière  essentielle  la  forme  générale 
du  courant  et  par  suite  la  résistance  de  l'eau  dans  les  coudes  qui  me  préoccupait  alors, 
offre  un  des  movens  d'expliquer  la  succion  qui  se  présente  dans  l'appareil  nouveau 
dont  l'étude,  en  supposant  toutes  les  pièces  fixes,  me  conduit  à  un  moyen  d'utiliser  la 
force  des  vagues  d'une  manière  que  je  crois  applicable  aux  travaux  publics. 

Dans  cet  appareil,  l'eau  arrivant  par-dessous  dans  un  tuyau  fixe  rencontre  un  tuyau 
vertical  soulevé  par  un  contre-poids  ou  par  un  flotteur,  en  un  mot,  par  une  forte  ré- 
sistance qu'il  s'agit  de  vaincre  en  faisant  marcher  cette  pièce  à  contre-courant.    Or 
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l'eau  qui  vient  frapper  la  colonne  liquide  contenue  dans  le  luyau  soulevé,  sort  tout 
autour  en  suivant  des  chemins  analogues  à  ce  qui  se  présente  à  l'aval  de  l'orifice  du 
canal  dont  j'ai  parlé  ci-dessus.  Ainsi  il  n'est  pas  absolument  nécessaire  que  la  partie 
extérieure  de  l'anneau  attaché  à  la  partie  inférieure  du  tuyau  soulevé  soit  relevée 
selon  certaines  lois,  pour  qu'il  se  fasse  une  succion  suffisant  au  jeu  de  l'appareil.  I\Iais 
il  est  facile  de  comprendre  d'après  les  chemins  suivis  par  les  filets  liquides,  même  s'il 
s'agissait  des  cas  bien  plus  ordinaires  de  la  percussion  des  fluides,  que  l'utililé  des 
bords  extérieurs  relevés  comme  un  parapluie  renversé  étant  constatée  par  les  expé- 
riences sur  cet  appareil,  on  peut  s'en  rendre  compte  jusqu'à  un  certain  point  au  moyen 
des  effets  de  la  force  centrifuge  et  très-probablement  soumettre  au  calcul  la  force  de 
succion  qui  en  résulte,  même  dans  les  cas  où  la  surface  rencontrée  s'est  trouvée  enliè- 
renient  au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur,  de  manière  qu'il  ne  s'agit  plus  du  tout 
d'un  phénomène  d'ajutage. 

Quant  aux  applications  à  la  percussion  des  cours  d'eau  permanents,  et  des  vagues  de 
la  mer,  le  principe  de  cet  emploi  de  la  force  centrifuge  paraît  pouvoir  être  utilisé  de 
diverses  manières,  sans  qu'il  soit  indispensable  que  le  choc  ait  lieu  de  bas  en  haut, 
dans  un  appareil  d'ailleurs  à  pièces  fixes  analogue  à  celui  dont  je  viens  de  parler  et 
dont  la  disposition  dépendra  de  celle  des  rochers  existants.  Mais  il  est  intéressant  de 
remarquer,  d'après  la  marche  des  filets  courbes,  qu'il  sera  utile  de  creuser  dans  les  ro- 
chers des  excavations  suffisantes,  pour  que  l'eau  qui  viendra  les  frapper  en  sorte 
d'une  manière  analogue  à  ce  qui  se  présente  dans  celui  de  mes  appareils  dont  il  s'agit, 
pour  mieux  employer  la  force  centrifuge.  L'inertie  de  l'eau  dans  les  longs  canaiw  sou- 
terrains facilite  l'emploi  d'une  succion  alternative  (Mémoire  précité). 

Pour  me  former  une  idée  approchée  de  la  manière  dont  on  devra  tailler  les  rochers 
quand  on  en  aura  à  sa  disposition,  j'ai  étudié  la  forme  de  la  nappe  liquide,  résultant 
de  ce  qu'une  veine  d'eau  sortant  horizontalement  d'un  vase  rencontre  un  tuyau  hoii- 
zontal  fixe,  recourbé  verticalement  en  aval,  de  manière  à  s'élever  par  son  autre  extré- 
mité au-dessus  du  niveau  de  ce  vase.  L'eau  sortant  de  ce  vase  par  un  tuyau  de  même 
diamètre  que  l'extrémité  opposée  de  celui  qui  reçoit  le  choc,  ce  dernier  est  d'abord 
rempli  d'eau  parla  veine  qui  s'y  précipite.  Au  bout  d'un  temps  très-court,  le  niveau 
dans  ce  tube,  quoique  soumis  à  de  petites  oscillations  dans  la  partie  recourbée  vertica- 
lement, résiste  d'une  manière  assez  constante  pour  que  la  forme  de  la  nappe  liquide 
divergente  paraisse  sensiblement  permanente,  si  le  niveau  ne  varie  pas  dans  le  vase,  il 
est  même  à  remarquer,  quand  celui-ci  se  vide,  que  l'angle  de  la  nappe  liquide  reste 
sensiblement  constant,  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  que  très-peu  d'eau  dans  le  vase.  Cet 
angle  n'a  d'ailleurs  été  bien  observé  qu'à  droite  et  à  gauche,  car  on  conçoit  qu'an-des- 
sus et  au-dessous  la  pesanteur  exerce  une  influence  sensible  sur  l'angle  des  filets.  Cet 
appareil  est  conçu  d'après  celui  qui  est  l'objet  principal  de  cette  Note,  en  supposant 
toutes  les  pièces  fixes. 

Il  était  essentiel,  pour  étudier  la  manière  de  tailler  les  rochers,  d'examiner  ce  qui  se 
passerait  lorsqu'on  boucherait  de  diverses  manières  le  tube  dont  il  s'agit  et  qui  avait 
d'abord  pour  but  d'étudier  le  phénomène  relativement  à   la  machine  dont  je   viens 
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de  parler.  C'est  l'e  que  j'ai  fait,  sans  pouvoir  jusqu'à  présent  remarquer  qu'il  en 
résultât  une  différence  bien  sensible  dans  l'angle  de  divergence  des  filets  liquides.  J'en 
ai  conclu  qu'il  suffirait  probablement  de  tailler  les  rochers  de  manière  à  obliger  la 
veine  liquide  divergente  à  faire  un  angle  analogue  à  celui  qui,  dans  l'appareil  dont  il 
s'agit,  donne  lieu  à  de  si  puissants  effets  de  la  force  centrifuge,  pour  pouvoir  agir  par 
aspiration  sur  des  cours  d'eau  sous-marins. 

On  conçoit  que  les  phénomènes  de  la  résistance  à  la  sorlie  de  l'eau  du  vase  dépen- 
dent essentiellement  de  la  distance  à  laquelle  la  veine  liquide  rencontre  l'obstacle  qui 
la  fait  dévier  ;  mais  je  n'ai  pas  remarqué  de  différences  sensibles  dans  l'angle  de  la  nappe 
pour  des  distances  très-différentes  de  cet  obstacle,  pourvu  que  la  veine  restât  suffisam- 
ment horizontale  entre  les  deux  tuyaux.  Afin  de  mieux  m'assurer  de  cet  angle,  j'ai  fait 
construire  une  sorte  d'entonnoir  renversé,  dont  on  a  déterminé  par  le  tâtonnement 
l'angle  ne  différant  pas  sensiblement  de  celui  de  la  nappe.  J'ai  trouvé  de  cette  manière 
que  la  nappe,  après  qu'elle  s'est  bien  dégagée  de  l'obstacle  présenté  par  le  bout  de 
tuyau  frappé,  fait  avec  l'axe  des  deux  tuyaux  horizontaux  un  angle  dont  le  cosinus 
est  à  très-peu  près  le  tiers  du  rayon,  dans  les  circonstances  où  j'ai  opéré.  La  veine 
liquide  sortant  d'un  tuyau  d'une  longueur  de  o'",i6  avait  26  millimètres  de  diamètre, 
et  l'eau  du  vase  qui  se  vidait  s'élevait  à  ^o  centimèties  au-dessus  de  l'orifice  quand  il 
était  plein.  Je  ne  donne  ce  résultat  que  comme  une  premier  aperçu,  ayant  d'ailleurs 
reconnu  que  l'angle  dont  il  s'agit  dépendait  de  la  vitesse  de  sortie,  pour  de  fortes 
pressions  motrices  comme  celles  qui  donnaient  lieu  à  l'écoulement  dans  le  robinet 
d'une  borne-fontaine  pour  lequel  j'ai  observé  que  les  filets  liquides  déviaient  beaucoup 
moins  et  formaient  un  angle  d'environ  moitié  d'un  droit  avec  la  direction  primitive.  Je 
fais  en  ce  moment  même  des  expériences  plus  en  grand  sur  ce  sujet. 

11  sera  intéressant  de  courber  extérieurement  la  surface  annulaire  destinée  à  utiliser 
la  succion  des  vagues;  mais  ces  phénomènes  étant  très-compliqués  et  très-peu  connus,  je 
me  borne  pour  le  moment  à  proposer  l'emploi  du  choc  dont  je  viens  de  parler,  même 
sans  considérer  encore  le  principe  delà  communication  latérale  du  mouvement  des  li- 
quides auquel  il  faudrait  avoir  égard  à  cause  de  son  utilité  dans  les  circonstances  dont  il 
s'agit.  Il  résulte  d'ailleurs  de  mes  expériences  que,  lorsqu'il  sera  possible  de  joindre  à  ces 
effets  ceux  qui  résultent  de  l'application  du  principe  des  ajutages  divergents,  comme  je 
l'ai  fait  dans  diverses  circonstances,  on  augmentera  notablement  la  force  de  succion. 
Si  l'on  s'en  tient  provisoirement  à  appliquer  le  plus  directement  possible  la  force  centri- 
fuge provenant  du  choc,  on  pourra  le  faire  très  eu  grand  sans  être  absolument  obligé  de 
tailler  ainsi  les  rochers  sur  une  grande  largeur  de  chaque  côté  de  l'excavation  autour 
de  laquelle  la  succion  se  fera;  car  lorsque  la  nappe  avait  quitté  l'obstacle  qui  la  faisait 
diverger,  elle  conservait  assez  loin  le  même  angle.  Or,  quand  les  filets  ne  se  courbent 
plus,  les  mêmes  causes  de  pression  négative  n'existent  plus,  d'après  les  principes 
discutés  dans  le  travail  de  M.  Poncelet  sur  la  percussion  des  liquides  [Introduction  à  la 
mécanique  industrielle,  p.  692).  Cependant  il  doit  être  utile  en  général  de  modifier  la 
flexion  des  filets  liquides  par  la  présence  d'une  surface  recourbée  extérieurement  selon 
certaines  lois. 
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Il  est  d'ailleurs  à  remarquer,  surtout  quant  à  la  machine  objet  spécial  de  cette  Note, 
que  si  le  parapluie  renversé  est  extérieurement  relevé,  les  tourbillons  qui  se  présen- 
teront sur  la  partie  recourbée,  si  elle  est  plongée,  auront  une  cerlaine  analogie  avec 
ceux  qui  se  présentent  à  la  partie  postérieure  des  corps  plongés  dans  une  rivière  [*]. 

EXPERIENCES    SUR    UN    GENRE    PARTICULIER    BE    RÉSISTANCE    A     1,'ÉCOri.EMENT     DE    i'eAU. 

Je  rappelle  d'abord  que  l'eau  s'échappe  alternativement  entre  un  siège  fixe  et  un 
tube  mobile  soulevé  dans  la  forme  de  l'appareil  dont  il  s'agit  principalement  ici. 

La  nappe  liquide  divergente  qui  en  résulte,  et  dont  j'ai  étudié  la  forme  dans  diverses 
expériences,  éprouve  une  résistance  d'une  espèce  particulière  à  cause  de  sa  dévia- 
tion par  suite  de  sa  rencontre  avec  ce  tube.  Cette  résistance  n'est  pas  tout  à  fait  du 
même  genre  que  celle  qui  se  présente  dans  le  coude  à  angle  droit  vif,  mais  avec  pro- 
longement fermé  en  aval  pour  contenir  de  l'eau  tournoyante,  étudié  par  s'Gravesande. 
Si  l'on  conçoit  la  veine  liquide  comme  composée  de  couches  concentriques,  les  couches 
extérieures,  celles  qui  contiennent  le  plus  de  masse,  ne  se  comportent  pas  évidemment 
comme  celles  qui  sont  le  plus  près  du  centre.  Enfin  la  nappe  liquide  extérieure  déjà  décrite 
est  loin  de  faire  un  angle  droit  avec  la  direction  primitive  comme  dans  les  coudes  de 
Venturi  et  de  s'Gravesande,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  en  donnant  son  inclinaison  par 
rapport  à  l'axe  des  tubes  dans  les  circonstances  que  j'ai  le  plus  spécialement  étudiées. 

Je  me  suis  servi,  pour  apprécier  la  résistance  à  l'écoulement,  d'une  disposition  déjà 
décrite,  la  veine  liquide  coulant  horizontalement  et  rencontrant  un  tube  horizontal, 
dont  une  extrémité  était  relevée  verticalement  au-dessus  du  tonneau  à  une  distance 
de  I  décimètre.  L'autre  extrémité  était  approchée  successivement  à  diverses  distances 
du  bout  du  tuyau  par  lequel  sortait  la  veine  liquide  pour  venir  la  frapper.  Je  mesurais 
le  temps  que  le  niveau  mettait  à  baisser  dans  le  tonneau  entre  deux  points  de  repère 
dont  l'un  était  à  16  centimètres  au-dessus  de  l'autre,  et  j'avais  ainsi  un  moyen  d'ap- 


t  *]  Voici  l'explication  admise,  plutôt  que  la  démonstration  à  priori,  du  phénomène  précité,  observé 
par  MM.  Theuard,  Hachette  et  Clément  Desormes.  Le  fluide  coule  avec  moins  de  vitesse  à  reslrémilé 
annulaire  extérieure  qu'à  la  sortie  de  l'orifice.  Or,  si  l'espace  intermédiaire  coule  plein,  cette  dimi- 
nution de  vitesse  (abstraction  faite  des  perles  de  force  vive)  provient  d'aune  augmentation  de  pres- 
sion. Mais,  à  Teslérieur,  la  pression  est  celle  de  l'atmosphère,  donc,  à  l'intérieur  de  l'espace  compris 
entre  les  deux  surfaci  s  considérées,  la  pression  sur  une  certaine  étendue  peut  être  moindre.  Voilà 
pourquoi,  quand  les  plaques  dont  il  s'agit  sont  assez  larges,  elles  marchent  à  contre-courant,  malgré 
la  percussion  du  liquide.  Je  reconnais  qu'il  se  présente  un  effet  de  ce  genre  dans  l'appareil  objet  de 
cette  Note;  mais  quand  on  supprime  la  larqe  surface  disposée  autour  du  tuyau  fxe,  même  hors  de  l'eau 
du  bief  d'aval,  il  se  produit  encore  un  effet  de  succion  très-puissant  qui  ne  peut  être  explique  par  au- 
cune succion  d'ajutage  et  provient  d'un  effet  de  la  force  centrifuge.  Cela  distingue  bien  le  phéno- 
mène dont  on  peut  démontrer  l'esistence  à  priori;  tandis  que  les  effets  peu  connus  des  tourbillons 
et  autres  causes  quelconques  do  perte  de  force  vive  empêchent  de  calculer  la  lorce  de  succion  entre 
les  surfaces  planes  précitées;  la  nappe  annulaire  agit  aussi  sous  la  surface  relevée  extérieurement, au 
moyen  de  l'espèce  de  succion  résultant  de  la  communication  latérale  du  mouvement  des  fluides,  no- 
tamment sur  la  masse  annulaire  du  fluide  qu'elle  enveloppe. 

Tome  VII  (2'  série).  —  Jtis  1862.  -25 
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précier  la  résistance  pour  chaque  distance  des  deux  tubes  horizontaux  disposés  sur  le 
même  axe,  toutes  choses  égales  d'ailleurs. 

J'ai  pu  constater  ainsi  dans  quelles  limites  il  était  imjiortant,  quant  à  l'effet  utile  de 
l'appareil  que  ces  expériences  avaient  pour  but  d'étudier,  de  se  mettre  dans  les  condi- 
tions qui  permettent  de  faire  alternativement  lever  le  tube  mobile  aune  hauteur  con- 
venable par  rapport  à  son  diamètre  inférieur,  et  de  le  tenir  levé  à  son  maximum  de  hau- 
teur pendant  la  ])lus  grande  partie  de  la  durée  de  son  soulèvement.  C'est  un  appareil 
rustique,  susceptible  d'être  construit  en  bois  par  tout  charpentier  de  village,  de  manière 
à  marcher  bien  régulièrement;  mais  il  faut,  pour  obtenir  un  effet  utile  convenable,- 
connaître  les  conditions  nécessaires.  Ainsi  quand  son  tuyau  fixe  est  trop  court,  s'il  ne 
marche  pas  moins  bien,  on  ne  peut  plus  comparer  son  effet  à  ceux  des  bonnes  machines 
en  usage.  Abstraction  faite  des  autres  raisons,  le  tube  mobile  ne  restant  plus  assez  long- 
temps soulevé  donne  alors  lieu  à  des  étranglements  trop  nuisibles. 

Je  nentierai  pas  ici  dans  tous  les  détails  de  l'expérience  objet  de  ce  paragraphe;  il 
suffit  de  dire  que  la  durée  de  l'écoulement  dans  l'air  entièrement  libre  étant  de  cinquante- 
deux  secondes  par  le  tube  rectiligne  horizontal  en  zinc  précité  de  o™,i6  de  long  et  de 
25  millimélres  de  diamètre  intérieur,  est  ensuite  de  cinquanle-ciuq  secondes  quand  on 
pose  à  i5  millimètres  de  distance  l'autre  tube  qui  fait  diverger  la  veine.  Ainsi  pour  cette 
ouverture  la  résistance  a  peu  d'importance  quant  à  l'effet  utile  ;  mais  aussi  la  force  de 
succion  qui  doit  ramener  alternativement  sur  son  siège  le  tube  de  la  machine  qu'il  s'agit 
d'étudier,  doit  être  en  général  bien  moindre  que  pour  une  levée  égale  à  la  moitié  du 
diaiuètre.  Or,  pour  une  distance  sensiblement  égale  à  la  moitié  du  diamètre  du  tube 
dont  il  s'agit  en  ce  moment,  la  durée  de  l'écoulement  n'est  encore  que  de  soixante  se- 
condes. C'est  à  une  seconde  près  que  ces  mesures  sont  prises,  ainsi  que  les  suivantes. 

Pour  des  distances  moindres,  la  durée  de  l'écoulement  finit  par  croître  d'une  manière 
assez  rapide.  Pour  une  distance  de  o'^jOcS,  elle  est  de  soixante-six  secondes;  pour  une 
distance  de  o"',oo65,  elle  est  de  soixante-dix  secondes;  pour  une  distance  de  o'",oo5, 
elle  est  de  quatre-vingts  secondes.  Il  ne  paraît  pas  très-important,  du  moins  dans  plu- 
sieurs circonstances,  que  la  levée  du  tube  mobile  soit  plus  grande  que  les  trois  dixièmes 
environ  du  diamètre  du  tuyau  fixe  pour  l'appareil  objet  spécial  de  cette  Note  [*]. 


[*]  Avant  de  connaître  le  phénomène  de  succion  objet  de  ce  paragraphe,  j'avais  fait  des  expé- 
riences sur  l'effet  utile,  en  faisant  marcher  l'appareil  à  la  main  ;  c'est  d'une  observation  de  celle 
époque  que  résulte  cette  indication  importante  pour  Vétude  des  levées  du  tuyau  mobile  que  je  vais 
expérimenter  très  en  gran;!. 

Cependant  lorsque  le  tuyau  mobile  se  lève  plus  que  cela  n'est  indispensable,  il  se  présente  un 
effet  intéressant.  Ainsi  lorsque,  dans  l'appareil  objet  du  Rapport  précité  de  M.  f'ombes,  le  tuyau 
mobile  se  levait  à  une  hauteur  de  o'",o8  au  lieu  de  o'^joSg,  le  contre-poids  étant  diminué  de  manière 
h  ne  pas  chanuer  la  durée  de  chaque  période  qui  élevait  un  peu  plus  d'eau,  on  entendait  encore  moins 
le  bruit  de  ce  tuyau  quand  il  retombait  sur  son  siège.  Mais  le  jeu  de  l'appaieil  était  en  apparence 
plus  indécis.  En  résumé,  sans  paraître  encore  très-importante,  une  assez  grande  levée  de  ce  tuyau 
mobile  est  intéressante  h  étudier,  quoiqae,  dans  les  expériences  précitées  de  Chaillot,  j'aie  beaucoup 
varié  les  levées  dont  il  s'agit  sans  remarquer  des  différences  bien  sensibles  dans  l'effet  utile. 

Dans  l'expérience  dont  j'ai   donné  ci-dessus  le  procès-verbal,  la   levée  n'était    que  d'environ  le 
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Pour  des  distances  très-petites,  la  résistance  augmente  de  plus  en  plus  lapidement, 
ce  qui  montre  comment  les  choses  se  passent  pendant  les  derniers  instants  de  la  baisse 
des  tubes  mobiles.  Mais  je  n'entrerai  pas  en  ce  moment  dans  ces  détails,  d'autant  plus 
que  les  très-petites  distances  étaient  plus  difficiles  à  mesurer  rigoureusement  dans  les 
circonstances  où  je  me  trouvais;  je  voulais  seulement  fixer  les  idées  sur  la  manière  dont 
la  perte  de  force  vive,  à  la  sortie  de  l'eau  au  bief  inférieur,  dépend  de  la  levée  du 
tuyau  mobile  dans  l'appareil  objet  principal  de  cette  Note.  Plus  la  levée  du  tuyau  est 
grande,  plus  la  perte  de  force  vive  résultant  de  la  vitesse  de  sortie  de  l'eau  en  aval  est 
diminuée  dans  les  limites  dont  je  viens  de  parler,  mais  aussi  plus  la  force  de  succion  est 
diminuée  elle-même  en  général;  de  sorte  qu'il  faut  combiner  ces  deux  éléments  pour 
obtenir  le  maximum  d'effet  avec  le  maximum  de  simplicité  sans  augmenter  la  levée 
d'une  manière  inutile  dans  la  pratique  [*].  On  varie  les  quantités  d'eau  débitées  en 
variant  cette  levée,  et  le  contre-poids  ou  la  densité  du  flotteur. 

E,\PÉRIEXCES    SUR    DN    MOYEN   NOUVEAU    DE    DIMINUEE    LA    RÉSISTANCE    DANS    LES    COUDES. 

Il  est  à  remarquer  qu'on  avait  bien  pensé  à  diminuer  la  résistance  à  la  flexion  brusque 
des  filets  liquides  au  moyen  d'une  surface  conique  disposée  au  centre  des  conducteurs 
des  turbines;  mais,  quant  à  la  multiplicité  des  lames  servant  de  conducteurs  dans  les 
mêmes  turbines,  rien  n'indique  qu'on  ait  eu  une  autre  idée  que  celle  de  conduire  tout 
simplement  l'eau  motrice  d'une  manière  convenable.  Personne,  en  effet,  n'avait  pensé 
à  la  combinaison  dont  je  vais  parler,  tandis  qu'on  avait  depuis  longtemps  pensé  à  ce 
cône  central,  qui  a  bien  moins  d'importance,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

L'expérience  suivante  est  facile  i'i  répéter  dans  les  cabinets  de  physique.  Un  tuyau 
vertical  cylindrique  en  zinc,  de  5o  centimètres  de  long  et  de  5  centimètres  de  diamètre, 
se  termine  à  son  extrémité  inférieure  par  une  partie  à  section  quadrangulaire  ayant 
aussi  5  centimètres  de  diamètre  inférieur.  Cette  section  est  un  carré. 

L'extrémité  inférieure  se  termine  par  un  coude  de  même  section  à  angle  droit  et  en 
quart  de  cercle  dont  le  rayon  extérieur  est  de  5  centimètres.  Le  rayon  intérieur  de  ce 
coude  est  nul,  c'est-à-dire  que  chacune  des  faces  planes  du  coude  est  un  quart  de  cercle. 


cinquième  du  diamètre  du  tuyau,  sans  qu'on  se  soit  aperçu  que  cela  diminuât  bien  sensiblement 
l'effet  utile.  Or  comme  l'appareil  marchait  aussi  régulièrement  quand  la  levée  était  à  peu  près  égale 
à  la  moitié  de  ce  diamètre,  c*'est  une  raison  de  plus  pour  établir  que  la  quantité  d'eau  débitée  n'était 
pas  sudisante  pour  obtenir  le  meilleur  effet  utile  dans  les  conditions  données..  Car  il  est  clair  que  la 
petite  levée  dont  il  s'agit  devait  donner  li.JU  à  une  perle  notable  de  force  vive,  et  qu'abstraction 
faite  do  raisons  données  ci-dessus,  avec  une  plus  grande  quantité  d'eau  motrice  on  aurait  pu  faire 
rester  le  tuyau  plus  longtemps  levé  à  la  hauteur  maximum,  d'après  des  expériences  précitées  de  1SÔ4. 
(*]  Dans  le  calcul  du  frottement  pendant  l'écoulement  de  l'eau  en  aval,  il  sera  prudent  de  ne  pas 
tenir  compte  de  la  diminution  des  coefficients  du  frottement  dans  le  mouvement  variable,  parce  que, 
dans  ce  cas,  si  ces  coefficients  étaient  les  mêmes  que  dans  le  mouvement  permanent,  le  travail  résis- 
tant en  frottement  serait  presque  double  en  général  de  ce  qu'il  serait  si  le  mouvement  était  per- 
manent. 

25. 
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Trois  lames  concentriques,  perpendiculaires  à  ces  deux  faces  planes,  divisent  en  quatre 
parties  égales  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  extérieure  qui  achève  de  fornaer  le 
coude.  Ces  lames  sont  fixes,  mais  on  peut  les  ôter  ou  les  remettre  à  volonté  ])our  varier  les 
expériences,  parce  qu'elles  sont  attachées  à  chacune  de  leurs  extrémités  au  moyen  de  pe- 
tites lèvres  en  zinc,  disposées  de  manière  à  gêner  le  moins  possible  le  mouvement  de  l'eau. 

Après  avoir  plongé  dans  un  réservoir  le  coude,  qui  doit  toujours  élre  plein  d'eau,  on 
bouche  le  sommet  du  tube  vertical  avec  la  main,  la  partie  inférieure  de  l'appareil  étant 
toujours  ouverte. On  commence  par  déterminer  la  profondeur  à  laquelle  on  doit  enfon- 
cer cette  dernière  partie,  pour  que  leau  qui,  en  vertu  des  lois  de  loscillalion,  s'élèvera 
au-dessus  du  niveau  du  réservoir  quand  on  en  ôtera  la  main,  l'appareil  étant  en  repos, 
arrive  au  sommet  du  tube  sans  en  sortir.  On  ôte  ensuite  successivement  les  lames  con- 
centriques disposées  dans  le  coude,  et  l'on  s  assure,  en  recommençant  chaque  fois  l'ex- 
périence de  la  même  manière,  que  leur  suppression  diminue  notablement  cette  hauteur. 
La  plus  importante  paraît  être  celle  du  milieu.  Il  est  maintenant  probable  que  plus  on 
pourra  les  multiplier,  plus  on  diminuera  la  résistance,  jusqu'à  la  limite  où  l'on  aurait  à 
s'occuper  du  rétrécissement  résultant  de  leur  épaisseur  on  du  frottement  résultant  de 
leur  nombre;  de  sorte  que  c'est  surtout  pour  les  tuyaux  d'un  grand  diamètre  que  ce 
système  de  courbes  concentriques  sera  utile. 

Toutes  ces  lames  étant  ôtées,  j'ai  remplacé  le  fond  arrondi  du  coude  par  un  fond  à 
angle  droit  vif,  et  j'ai  constaté  que  cet  arrondissement  avait  beaucoup  moins  d'influence 
que  les  trois  lames.  Enfin  j'ai  répété  les  premières  expériences  sur  un  coude  dont  le 
rayon  intérieur  était  égal  au  diamètre  du  tuyau. 

Dans  ce  cas,  la  résistance  au  coude  étant  petite  par  rapport  aux  autres  genres  de 
résistance,  telles  que  la  contraction  de  la  veine  liquide,  les  observations  devenaient 
moins  concluantes.  Mais  on  a  pu  constater  qu'un  coude  brusque  à  angle  droit,  comme 
celui  sur  lequel  j'avais  d'abord  opéré,  pouvait,  an  moyen  des  lames  concentriques,  ne 
pas  faire  éprouver  beaucoup  plus  de  résistance  qii  un  coude  aussi  arrondi  que  celui  dont 
on  vient  de  parler. 

J'ai  constaté  par  des  expériences  en  grand  que  ces  lames  courbes  n'empêchaient  pas, 
étant  disposées  dans  un  coude  sous  le  tuyau  mobile,  1  effet  de  la  succion  de  se  produire, 
de  manière  à  faire  fonctionner  régulièrement  l'appareil  objet  principal  de  cette  Note. 
Pour  le  cas  où  le  tuyau  de  conduite  fixe  a  i  mètre  de  diamètre  intérieur  et  cinq  lames 
courbes  concentriques,  je  suis  parvenu  ainsi  à  rendre  le  jet  de  sortie  si  régulier,  que  la 
vitesse  de  l'eau  tout  à  fait  en  aval  n'est  pas  sensiblement  plus  grande  que  celle  de 
1  eau  qui  sort  de  chaque  côté  de  l'axe. 

Ainsi  que  le  rappelle  le  Rapport  de  M.  Combes,  je  ne  me  propose  de  rendre  mobile  tout 
le  tuyau  vertical  que  pour  les  cas  où  ce  tuyau  n'a  qu'une  hauteur  médiocre.  Dans  le  cas 
contraire,  ce  tuyau  est  fixe,  et  la  seule  partie  mobile  est  une  soupape  de  Cornwall  ou 
une  vanne  cylindrique.  Cette  vanne  était  même  déjà  indiquée  dans  mon  Mémoire  sur 
les  oscillations  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de  conduite,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
en  i83'j,  et  pour  lequel  cette  Académie  ma  fait  l'honneur  de  me  décerner  le  prix  de 
Mécanique  le  3o  décembre  iSSq;  mais  je  ne  connaissais  pas  alors  les  phénomènes  nou- 
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veaux  objet  spécial  de  cette  Note,  qui  simplifient  singulièrement  plusieurs  des  sys- 
tèmes de  ce  genre  et  en  font  des  appareils  réellement  très-différents  des  premiers  que 
j'avais  présentés.  Je  vais  donner  une  idée  des  applications  de  ce  genre  de  machines  à 
des  objets  très-diflérents  de  l'élévation  de  I  eau. 

FORME    PARTICULIÉKK    DES  MACHINES  A  COMPRIMER  DE    LAIR   AU    MOYEN     DES    CHUTES    DEAU, 
PROPOSKES    POUR    LE    VERSANT    FRANÇAIS    DU    MONT    CENIS. 

Il  est  à  remarquer  que  mes  divers  systèmes  ne  peuvent  marcher  sans  souffler  de  lair. 
En  i844>  relativement  à  celui  auquel  je  donnais  le  nom  de  bélier  univahe  avant  que 
M.  le  général  Poncelet  m'eût  conseillé  de  donner  à  toute  cette  classe  de  machines  le  nom 
à'antibéliers,  j'ai  communiqué  à  la  Société  Philomathique  de  Paris  un  moyen  de  trans- 
former les  appareils  de  ce  genre  en  machines  soufflantes  ou  à  compression  d'air.  J'avais 
déjà  remarqué  dans  les  Annules  des  Mines,  année  i838,  t.  XIV,  p.  21,  comment  la 
grandeur  d'une  colonne  d'air  peut  supprimer  tout  choc  brusque  pendant  que  la  com- 
pression se  fait.  Je  disais  <•  que  la  pression  augmenterait  graduellement  dans  ce  matelas 
»  d'air  et  produirait  peut-être  à  peu  près  le  même  effet  sur  la  colonne  qu'une  aa^menta- 
»  tion  graduelle  de  la  pesanteur. ...  »  Or  il  est  à  remarquer  que,  précisément  dans  le  bé- 
lier univalve  et  dans  mes  autres  appareils  élévatoires,  le  chemin  parcouru  alternativement 
par  la  colonne  liquide  étant  bien  autrement  grand  que  dans  le  bélier  de  Montgolfier, 
cela  seul  changerait  déjà  l'état  de  la  question,  quant  au  mode  de  compression  de  l'air 
par  les  machines  de  ce  genre.  Je  reviendrai  plus  loin  sur  ce  qu'avait  dit  Montgolfier[*]. 


[*]  Voici  un  es  trait  des  procès -verbaux  des  séances  de  la  Société  Philomathique  de  Paris,  séance  du 
2'J  juin  1844,  publié  par  le  journal  l'Institut  du  3  juillet  i844>"°549'  P-  '^8,  et  reproduit  par  l'Aca- 
demie  royale  des  Sciences  de  Turin  dans  le  compte  rendu  de  sa  séance  du  2  janvier  iSSij,  publie 
dans  la  Gazette  piémontaise,  qui  était  alors  le  journal  oiriclel  du  royaume  de  Sardaigne,  n°  du  24  jan- 
vier i85ij.  Le  moyen  suivant  est  évidemment  applicable  absolument  de  la  même  manière  à  mes  di- 
vers systèmes  de  colonnes  oscillantes  élévatoires  publiés  avant  i844' 

((  M.  de  Caligny  communique  à  la  Société  un  moyen  de  transformer  en  machine  soudlanle  un 
)>  des  appareils  à  élever  l'eau,  qu'il  a  présentés  en  1837. 

«  Le  bélier  hydraulique  de  Montgolfier,  introduisant  périodiquement  dans  un  réservoir  d'air  de 
>>  l'eau  qui  ne  revient  point  sur  ses  pas,  ne  peut  pas  être  considéré  comme  une  machine  souillante  de 
»  la  même  manière  que  le  bélier  univalve  de  M.  de  Caligny,  dans  lequel  le  tuyau  d'ascension  se  vide 
»  periodiquem<'nt  par  un  retour  vers  la  source,  quand  l'eau  élevée  s'est  dégagée  par  son  sommet.  Il  est 
1)  clair  que,  dans  ce  dernier  système,  un  volume  d'air  égal  à  celui  du  chemin  abandonné  alternaii- 
j)  vement  par  cette  colonne  est  périodiquement  chassé  par  son  sommet.  On  peut  donc,  en  disposant 
)>  vers  ce  sommet  des  soupapis  qui  permettront  à  l'air  extérieur  de  rentrer  pendant  le  retour  de  la 
11  colonne  liquide,  employer  le  travail  de  la  machine  à  comprimer  de  l'air  dans  un  réservoir  laté- 
11  rai,  au  lieu  de  l'employer  à  verser  périodiquement  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  de  la  source.  Pour 
)>  de  grandes  dimensions,  la  soupape  du  bélier  univalve  est,  si  on  se  le  rappelle,  remplacée  par  une 
n  soupape  cylindrique  à  double  siège,  dite  de  Cornwall,  qui,  en  s'ouvrant  alternativement,  permet  a 
1)  la  force  vive  de  s'emmagasiner  dans  le  corps  de  bélier,  tout  étant  d'ailleurs  dispose  de  manière 
»  qu'il  n'y  ait  pas  de  percussion  brusque  dans  le  système.  Celte  machine  souillante  ou  a  compression 
)i  d'air  serait  immédiatement  applicable  à  divers  appareils  à  air  comprimé,  si  leur  utilité  pratique 
11  était  suffisamment  établie.  »  (FoiVccqueM  de  Guyper  en  a  dit  dans  sa  iîecue  uniVec.(e//e,  iSâg.) 
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On  peut  appliquer  à  cette  circonstance  le  nouveau  phénomène  de  succion  décrit  ci- 
dessus,  ainsi  que  je  l'ai  d'ailleurs  annoncé  sommairement  à  la  Société  Philoinalhique  le 
2  novembre  i85o,  comme  on  peut  le  voir  dans  le  journal  Vl/islitut  liu  20  novembre  i85o) 
n°  881 ,  p.  3^3,  où  l'on  dit  :  «  Ji  n'est  pas  nécessaire  que  le  tuyau  vertical  soit  en  entier 
»  mobile.  On  peut  ne  rendre  mobile  qu'une  soupape  de  Cornwall.  Alors  cet  appareil  peut 
e   être  employé  à  comprimer  de  l'air  au  moyen  d'un  piston  liquide. .  .  .  « 

Dans  le  cas  où  les  chutes  d'eau  motrices  ne  sont  pas  grandes,  il  est  plus  rationnel 
d'employer  le  mouvement  acquis  par  un  écoulement  préalable  à  l'extérieur  que  de  faire 
d'abord,  comme  au  mont  Cenis,  sur  le  versant  français  à  Modane,  élever  l'eau  par  des 
pompes  pour  se  procurer  une  chute  de  26  mètres,  afin  de  laisser  ensuite  la  force  vive 
se  développer  dans  une  colonne  liquide  parlant  du  repos,  pour  employer  le  principe 
d'un  autre  appareil  de  mon  invention  en  qui  l'on  avait  plus  de  confiance.  La  chute  de 
G^jSo,  qui  est  du  côté  de  Modane,  aurait  bien  suffi  pour  comprimer  directement  l'air 
à  5  ou  6  atmosphères,  sans  avoir  recours  à  l'élévation  préalable  qui  a  été  faite  dans 
cette  localité,  et  que  je  n'aurais  pas  conseillée  si  j'avais  été  consulté  sur  cette  applica- 
tion de  mes  idées  par  le  gouvernement  de  Turin,  qui  m'avait  fait  l'honneur  de  me  décer- 
ner une  grande  médaille  d'or,  le  3i  juillet  i844>  pour  tous  mes  écrits  sur  l'hydraulique, 
selon  deux  lettres  de  M.  Solar  de  la  Marguerite,  alors  Ministre  des  Affaires  étrangères 
du  feu  roi  Charles-Albert.  J'étais  déjà  membre  correspondant  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Turin  avant  de  recevoir  cette  médaille. 

Il  y  aurait  eu,  il  est  vrai,  un  inconvénient  à  l'application  directe  de  cette  chute  de 
6"',5o,  consistant  en  ce  qu'il  aurait  fallu  des  tuyaux  de  conduite  fixes  d'une  plus  grande 
longueur  sans  être  aussi  longs  que  ci-dessus  [voir  pour  tous  les  cas  analogues  le  t.  XII 
de  ce  Journal,  [y.  88;  et  probablement  d'un  plus  grand  diamètre  ou  en  plus  grand  nombre. 
Mais  en  supposant  même  que  cela  eût  augmenté  la  dépense  de  premier  établissement,  il 
aurait  sans  doute  été  utile  de  ménager  le  travail  disponible,  si,  comme  le  dit  M.  Eugène 
Flachat  dans  son  ouvrage  sur  la  traversée  des  Alpes  par  un  chemin  de  fer,  on  doit  craindre 
de  finir  par  ne  pas  en  avoir  assez.  Enfin,  en  supposant  même  que  toutes  les  choses 
eussent  été  égales  d'ailleurs,  il  aurait  été  plus  rationnel  en  principe,  pour  un  si  beau 
travail,  de  ne  pas  créer  une  chute  d'eau  au  moyen  d'une  chute  moindre,  si  colle-ci  pou- 
vait être  utilisée  directement. 

Je  ne  saurais  trop  répéter  d  ailleurs  qu'en  supposant  qu'il  restât  le  moindre  doute  sur 
l'opportunité  de  l'emploi  du  nouveau  phénomène  de  succion  exposé  ci-dessus,  rien 
n'aurait  empêché  de  faire  fonctionner  la  vanne  cylindrique  ou  soupape  de  Cornwall  par 
des  moyens  extérieurs  connus,  en  profitant  de  ce  qu'on  peut  réduire  presque  indéfini- 
ment la  perle  de  Jorce  vii'e  dans  ce  §enre  d'appareils,  sauf  à  sacrifier  un  peu  de  leur 
simplicité,  dans  des  limites  où  cela  n'a  pas  tant  d'importance  pour  les  grandes  machines 
que  pour  les  petites,  surtout  quand  celles-ci  sont  construites  d'une  manière  rustique,  ce 
qui  n'était  point  le  cas,  rien  n'ayant  été  épargné  dans  les  belles  constructions  dont  il  s'agit. 

Montgolfier  savait  qu'on  pouvait  se  servir  du  bélier  hydraulique  pour  comprimer  de 
l'air.  C'est  moi-même  qui  ai  rappelé,  à  ce  sujet,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Turin,  un 
passade  oublié  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  année  1808,  p.  29'j  ;  mais  je  suis 
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le  premier  qui  ai  montré  comment  on  pouvait  comprimer  de  l'air  au  moyen  du  mou- 
vement acquis  de  f,'randes  colonnes  liquides  en  supprimant  les  chocs  brusques,  et  qui  ai 
signalé,  dans  ce  but,  l'application  des  vannes  cylindriques  ou  soupapes  de  Cornwall  au 
moyen  desquelles  l'état  de  la  question  est  complètement  changé.  Enfin,  personne  avant 
moi  n'avait  montré  de  grandes  colonnes  liquides  en  mouvement  fonctionnant  dans  des 
enveloppes  fragiles  sans  les  endommager  [*]. 

Les  remarques  précédentes  sur  le  système  qu'il  eût  été,  selon  moi,  le  plus  convenable 
d'étudier  pour  le  versant  français,  ne  s'appliquent  pas  au  versant  italien,  où  l'on  a  une 
chute  motrice  de  26  mètres  et  où  l'on  a  fait  un  choix  judicieux  parmi  mes  systèmes  de 
machines  à  comprimer  de  l'air;  j'aurai  cependant  quelques  observations  critiques  à  faire. 
Mais  les  résultats  obtenus  paraissent  assez  beaux  pour  être  considérés  comme  une  con- 
firmation importante  de  mes  idées,  dont  quelques  détails  seulement  auraient  pu  être 
mieux  compris,  selon  moi.  Désirant  qu'on  ne  confonde  pas  ce  qu'il  y  a  de  plus  essen- 
tiel dans  les  deux  systèmes  principaux  de  machines  à  comprimer  de  l'air  dont  je  suis 
l'auteur,  je  me  borne  pour  le  moment  à  ce  qui  précède,  réservant  pour  une  autre  Note 
ce  qu'il  me  reste  à  dire  sur  ce  grand  travail. 

PRINCIPE   DE    NOUVELLES    MACHINES    SOUFFLANTES. 

Rien  n'indique  que  Montgolfier  ait  eu  la  moindre  idée  d'appliquer  le  bélier  hydrau- 
lique à  souffler  de  l'air,  en  un  mot,  à  comprimer  de  l'air  à  des  tensions  très-faibles, 
comparativement  à  la  pression  qui  serait  due  à  une  colonne  d'eau  en  repos  d'une  hau- 
teur analogue  à  celle  d'une  chute  motrice.  Le  9  décembre  i844)  j  a'  présenté  à  l'Acadé- 
mie des  Sciences  un  Mémoire  dans  lequel  j'ai  particulièrement  déveloj>pé  les  considéra- 
tions sur  lesquelles  repose  cette  nouvelle  application  de  mes  principes.  Après  ce  qui 
précède,  il  suffit  de  montrer  qu'à  la  limite,  quand  mes  divers  appareils  élévatoires  sont 
considérés  comme  n'ayant  pour  but  que  d'élever  de  l'eau  sans  intermédiaire,  ils  ioa/- 
^(•nf  alternativement  de  l'air  sous  une  pression  insignifiante;  mais  que  si  l'on  veut  les 
employer  à  comprimer  de  l'air,  on  peut  opérer  cette  compression  à  un  degré  aussi  faible 
qu'on  le  veut,  puisque  moins  la  tension  de  l'air  est  forte,  plus  la  colonne  liquide  par- 
court de  chemin  dans  la  chambre  de  compression  substituée  au  tuyau  d'ascension  de 
l'une  quelconque  de  mes  machines  à  élever  de  l'eau  à  colonnes  liquides  oscillantes.  Or 
quand  la  force  vive  ascensionnelle  de  l'eau  est  éteinte,  le  travail  disponible  restant  dans 

["J  C'est  en  laissant  l.i  force  vive  se  développer  dans  une  colonne  liquide  parlant  du  repos  et  en 
vidant  ensuite  la  chambre  do  compression  par  une  oscillation  descendante  au-dessous  du  niveau  d'a- 
val, comme  dans  celui  de  mes  appareils  qui  a  été  l'objet  d'un  Rapport  favoialile  à  l'Institut  le 
20  août  i838,  que  l'on  comprime  l'air  au  mont  Cenis.  Dans  le  cas  où  il  resterait  le  moindre  doute 
sur  la  généralité  du  moyen  précité  que  j'ai  proposé  en  1S44  pour  transformer  mes  appareils  en  ma- 
chines à  comprimer  de  l'air,  il  suflirait,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  dans  un  Mémoire  que  l'Académie 
des  Sciences  de  Turin  m'a  fait  l'honiieo_j  de  publier  dans  son  volume  pour  18Î9,  de  rappeler  ce  que 
j'ai  dit  sur  ce  sujet  à  la  Société  Hhilomalhique  de  Paris,  le  8  août  18^6,  d'après  l'extrait  publié  par 
le  journal  l'Institui  du  26  août  1846,  n"  660,  p.  288,  qui  renvoie  i  un  autre  article  du  journal  l'In- 
sliiut,  du  S  août  18319,  "°  '^!)''>  P-  "/'■  J^  reviendrai  sur  ce  sujet  dans  une  autre  Note,  où  je  signalerai 
des  simplificaiions  à  celui  de  mes  systèmes  qui  est  appliqué  au  mont  Cenis. 
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cette  colonne  liquide  peut  être  employé  à  produire  1  oscillation  descendante  dont  on  a 
besoin  pour  le  jeu  de  la  machine;  soit  que  cette  colonne  se  suffise  à  elle-même  pour  cette 
oscillation ,  soit  que,  son  ascension  ayant  été  plus  ou  moins  limitée  par  l'air  qu'elle  a 
comprimé,  il  reste  sur  la  tête  de  cette  colonne  une  quantité  quelconque  dair  comprime 
qui  agit  en  temps  utile  sur  elle  par  sa  détente. 

CONCLUSIONS. 

C'est  surtout  l'extrême  simplicité  qui  distingue,  comme  machine  d'agriculture,  l'ap- 
pareil présenté  sous  la  forme  qui  est  l'objet  le  plus  spécial  de  cette  Note.  Cependant 
1  effet  utile  de  mon  moteur  hydraulique  à  flotteur  oscillant  dépassant  notablement  60 
pour  100,  il  est  bien  probable  que  l'effet  utile,  pour  la  forme  dont  il  s'agit,  différera 
peu  de  ce  chiffre,  quand  on  aura  eu  occasion  de  l'étudier  sur  des  cours  d'eau  assez  dif- 
férents. Les  moyens  de  varier  le  débit  n'ont  pas  été  suffisamment  mis  à  ma  disposi- 
tion, comme  il  l'avaient  été  pour  le  flotteur  oscillant,  je  ne  suis  donc  pas  assez  sûr 
de  quelques  résultats  partiels,  qui  n'ont  pas  été  répétés,  pour  pouvoir  1  affirmer,  et  je 
ne  crois  qu'aux  expériences  suffisamment  répétées  dans  des  circonstances  identiques. 

Mais  un  effet  utile  constate  de  Sopour  100,  en  eau  élevée,  est  déjà  une  chose  essen- 
tielle, surtout  à  cause  de  la  rusticité  du  système.  J'ai  montré  comment  on  devait  discuter 
les  résultats  obtenus,  renvoyant,  quant  à  diverses  théories,  à  mes  précédents  Mémoires. 

Ainsi  il  est  évident  que  si,  au  lieu  d'être  élévatoire,  l'appareil  est  employé  à  relever 
alternativement  un  flotteur  pour  en  faire  un  moteur  hydraulique,  les  vitesses  de  l'eau  et 
le  chemin  des  résistances  passives  seront  diminués,  et  qu'il  en  sera  ainsi,  à  plus  forte  rai- 
son, si  1  appareil  est  employé,  non  à  relever  un  flotteur,  mais  à  comprimer  de  l'air  à 
des  tensions  assez  fortes  dans  les  limites  oîi  il  pourra  le  faire  sans  secousses  \*\ 

Les  phénomènes  nouveaux  de  succion  à  contre-courant,  étudiés  à  l'occasion  de  cette 
machine,  seront  susceptibles  de  diverses  applications  aux  travaux  publics  et  à  la  phy- 
sique. Je  signale  surtout  l'effet  résultant  de  ce  qu'on  rend  fi.xes  toutes  les  pièces  de  l'ap- 
pareil élévatoire,  parce  que  les  causes  du  phénomène  de  succion,  subsistant  malgré  cela, 
peuvent  servir  à  en  faire  un  appareil  d'épuisement,  sans  aucune  pièce  quelconque  mobile. 
On  peut  ainsi  utiliser  la  force  des  courants,  et  des  vagues  pour  faire  des  épuisements, 
par  exemple  dansles  marais  de  la  Camargue,  ou  dans  d'autres  endroits  oii  l'on  pourrait, 
même  sans  machine  proprement  dite ,  tailler  convenablement  des  rochers,  de  ma- 
nière à  expliquer   d'ailleurs  des  phénomènes  qui  embarrassent  encore  les  géologues. 

{*;  .4  la  Chambre  des  Députés  de  Turin  une  Commission  ayant  rappelé  avec  bienveillance  mon 
Mémoire  de  1837  et  la  médaille  d'or  précitée  du  roi  Charles-Albert,  M.  Sella,  un  des  ministres,  a  dit 
en  italien  à  cette  Chambre  o  ...  Le  premier  peut-être  qui  proposa  d'employer  l'air  comprimé  à  per- 
»  cer  les  grandes  chaînes  de  montagne-i  fui  Colladon  de  Gcnèie.  Caligny  avait  proposé  des  appareils  à 
n  employer  l'eau  à  comprimer  cet  air,  en  tirant  parti  de  la  force  vive  de  celte  eau,  quand  elle  aurait 
li  été  mise  en  mouvement —  ;>  M.  Macchi,  un  des  membres  de  la  Commission  a  dit  ensuite  :  «  ,..Io 
0  Irovo  giusio  doversi  profiltare  di  quesl'  oceasionc  per  rendere  al  niarchese  di  Caligny  umpia  testi- 
•  monianza  di  ooore  per  quel  lanto  che  egli  ha  fatlo  in  proposilo,  e  gliela  rendo  di  gran  cuore,  per- 
■'  SU5SO  che,  Qobilmente  opérande,  null'  allro  s'  attende  da  noi  quel  dotto  e  nobile  signore  ..  n 
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SUR  LA  FORME 

X-  -f-  y-  4-  8  c.-  +  16/-; 

Par  91.  J    LIOUVILLE. 


Étant  donné  un  entier  n  pair  ou  impair  (que  nous  représenterons 
par  a^/n,  m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro), 
on  demande  le  nombre  N  des  représentations  de  n  par  la  forme 

oc^  +  J--  +  8z-  +  iG/^, 

c'est-à  dire  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  =  ^='  + j'  +  8z-  +  iCit\ 

où  X,  J,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  mds  ou  néga- 
tifs. La  valeur  de  N  dépend,  comme  on  va  le  voir,  de  la  fonction 
w,  [m)  définie,  au  moyen  des  diviseurs  conjugués  d,  à  de  l'entier  im- 
pair m  =  de,  par  l'équation 

0^  —  I 

et  aussi  de  la  somme 

r — r 

relative  aux  entiers  positifs  r  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 


où   l'entier  m,  quand  il  n'est  pas  zéro,   doit   être   j)ris  positivement 
comme  négativement. 

Tome  Vil  (2'  série).  —  Jcis  1862.  20 
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Soit  d'abord  n  impair,  n  =  m.  Il  est  évident  que  l'on  a  N  =  o  si  m 
est  de  la  forme  4^+  3.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  m  est  de  la 
forme  4^  +  i-  Je  trouve,  en  effet, 


N 
si  m  =  Sk  +  I,  et 


=  2[w,(»2)  -f-2(— i)  ^    rj 
N  =  2fji),  [m) 


si  in=  HA"  —  3. 

Prenons  d'abord  des  entiers  8A  +  i,  et  faisons  m  ^  i  =  i-  -t-  2.0^  ; 
notre  formule  donne  N  =  4>  ce  qui  est  confirmé  par  les  équations 

I  =  (±  i)^  -1-  o-  +  8.0-  +  16.0% 
I  =0'  +  (±i)=  +  8.0^  +  16.0-, 

puisqu'elles  fournissent  pour  l'entier  i  quatre  représentations. 
Pour  /w  =  g,  comme  on  a 

9==3*H-2.o%     9=  i^  H- 2  (±  2)^, 
il  vient 

N  =  2  (7  —  3  +  2)  =  12. 
Les  équations 

9  =  (±  3)-  +  o^  +  8.0^  +  i6.o% 

9  =  o'' +  (±  3)=  +  8.0*  +  i6.oS 
9  =  (±:  i)=  +  o^  +  8(±ij--|-i6.o% 
9  =  0=  +  (iii)"  +  8(±  i)2  +  i6.o-, 

donnent  en  effet  pour  l'entier  9  douze  représentations. 
Soit  enfin  m  =  17  =  3^  +  2  (±  2)^.  Il  nous  viendra 

N=  2(18  —  6)  =  24; 

et  cette  valeur  est  aisée  à  vérifier  au  moyen  des  équations 

17  =  I^  +  4*  +  8.0^  H-  16.0% 

17  =  3-  +  o^  +  8.  i-  +  16.0-, 
f]=  1^  +  o-  +  8.0'-  +  16.1^, 
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en  y  affectant  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
pas  nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables. 

Passons  aux  entiers  8A—  3,  en  faisant  m  =  5.  Notre  formule  pour 
ce  cas  donne  N  =  2  w,  (5)  =  8  :  cela  est  vérifié  par  les  équations 

5  =  (±  i)^  4-  (  ±  2)-  +  8.0^  +  16.0-, 

5  =  {±2y-  +  [±iy-  +  8.0=  + 16. o=. 

Pour  m  =  i3,  il  vient 

N  =  2w,  (i3)  =  24. 
J^es  équations 

i3  =  (±  i)-  +  (±2)^  +  8(±i)--h  16. o^ 
i3  =  (±2)^+(±i)-  +  8(zti)-+  i6.o% 
r3  =  (±2)"-h(±3)-  +  8.o-+  16.0-, 
i3  =  (ih3)=  +  (±2)^  +  8.o'-+  i6.o% 

confirment  ce  fait. 

Actuellement  supposons  n  pair,  «=  2"a/ï,  a  >o.  L'équation 

1"  m  =  X--  -h  y-  -^  8z'  -i-  \6t- 

se  ramènera  alors  à  celle-ci  : 

2""  '  m  =  x^  +  j-  +  /jz^  +  8<-, 

sans  que  le  nombre  des  solutions  soit  changé.  Or  cette  dernière  équa- 
tion a  été  discutée  dans  le  cahier  de  mars.  De  là  résultent  pour  le 
nombre  N  des  représentations  d'un  entier  pair  n  par  la  forme  actuelle 

■x^  +  J'  -+■  8z'  -+-  iSt'^ 

les  conséquences  suivantes. 

Pour  n  impairement  pair,   n  =  2?n,   on  a  évidemment   N  =r  o   si 

26.. 


ao/,  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

/«  =  4/-f-  3.  Mais 

N  =  4w,  {m) 
si  m  =  ^l  -h  i. 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  f\m,  on  a 

N  =  4'Jt  ('«)? 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Enfin  pour  n  divisible  par  8,  quel  que  soit  le  quotient,  c'est-à-dire 
pour  n  =  a^Hi,  a  ]>  2,  on  a 

N  =  2  (2''"'—  i)  00,  (w-) 

si  m  =  8  A-  ±1  I ,  mais 

N  =  2(2""'  +  i)  w,(/m) 
si  /?i  =  8  A  ±  3 . 
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SUR  LA  FORME 

x*  -h  j^ -\-  2.  z^  ■+-  i6t-  ; 

Par  m.   J     LIOLMLLE 


On  demande  le  nombre  N  des  représentations  d'un  entier  donné  n 
(ou  2°'/n,  m  impair,  a  =  o,  1,2,..)  par  la  forme 

a:-  +  j-  -^  iz^  -h  i6 1-  ; 

et  cette  fois  encore  nous  aurons  besoin,  tant  de  la  fonction  oj,  [m]  de- 
finie  par  les  équations 

que  de  la  somme 

2:(-')~'- 

qui  se  rapporte  aux  entiers  positifs  /  tiginant  dans  1  équation 
m  =  r'-  -+■  ■iu'^, 

où  l'entier  u  est  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif. 
Soit  d'abord  n  impair,  n  :=  m.  On  aura 

N  =  2  [w,  {m)  -^-^i-  i)  '   rj. 
Otte  formule  est  générale;  mais  pour  les  entiers  m  de  l'une  des  deux 
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formes  Sk  —  "5,  8k  —  i,  elle  se  simplifie  frelle-méme  et  se  réduit  à 

attendu  que  l'équation  m  =  /-  +  211^  est  alors  impossible. 

Prenons  d'abord  m  =  i  =  i-  +  2.0".  Notre  formule  donnera  N  =  4? 
et  cela  s'accorde  avec  les  équations 

I  =  (±  i)^  +  o-  +  2.0^  -f-  16.0^, 
I  =  o-  +  (±  1)^  +  2.0-  +  16.0*, 

qui  donnent  pour  l'entier  i  quatre  représentations. 
Soit  ensuite  m  =  3^1"  +  2  (:±:  t)".  Il  nous  viendra 

N  =  2  (2  -t-  2)  =  8. 
Les  équations 

3  =  (it  i)-  +  o-^  +  2{±:i)^+  16.0-, 

3  =  o=  +  (±:i)'-+-2(±i)=+  i6.o% 

confirment  ce  fait. 

Faisons  à  présent  m  ^=  5.  Nous  aurons 

N  =  2oj,(5)  =  8. 

Cela  s'accorde  avec  les  équations 

5  =  (it  i)=  +  (zt  2)-  +  2.0-  +  16.0% 
5  =  (it:2)=  +  (zt  i)-  +  2.o--f-  16. o^  ^ 

Soit  encore  m  =^  •y.  Il  nous  viendra 

N  =  2«,  (7)  =  16. 
Or  les  équations 

7  =  (±  l)=  +  (±2)^  +  2(±   l)=+   16.0-, 

7  =  (±2)^-h(=bi)-  +  2(±:  1)=+  i6.o% 
fournissent  bien  pour  l'entier  7  seize  représentations. 
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Pour  m  =  9,  comme  on  a 

9  =  3^  -H  2.0- 
et 

9=I-+2(±2)-, 

la  valeur  de  N  sera 

N  =  2  (  7  —  3  -I-  2  )  =  i  2 . 

Cela  est  confirmé  par  les  équations 

9  =  (  ±  3)^  -f-  o*  +  2.0''  +  16. o% 
9  =  o^  +  (±:  3)'-  +  2.0-  +  16.0% 

9  =  (it  l)-  +  O^  -4-  2(±  2)^  -I-  16.0% 

9  =  o--f-(iti)-  +  2(±:2)*-<-  16.0*, 

qui  donnent  pour  l'entier  9  douze  représentations. 
Pour 

77Z  =  1 1 ,     /rt=i3,     m  ^  i5,     in=  ij,..., 

notre  formule  donne  respectivement 

N  =  8,     N  =  24,     N=i6,     N  =  24,...; 

mais  je  m'arrête  dans  ces  exercices  numériques. 

Maintenant  supposons  n  pair,  /t  =  a'^ai,  a  >  o.  L'équation 

se  ramènera  alors  à  celle-ci  : 

a'^-'m^  X=  + Y-  +  Z=  + 8T% 

sans  que  le  nombre  des  solutions  soit  changé.  Mais  cette  dernière 
équation  s'est  déjà  présentée  à  nous  (cahier  de  septembre  1861  j.  D'à 
près  cela,  on  arrive  aisément,  pour  le  nombre  N  des  représentations 
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d'un  entier  pair  ?i,  par  la  forme  actuelle 

aux  conclusions  suivantes. 

Pour  n  impairement  pair,  n  =  irn,  on  a 

N  =  6w,  [m) 

si  m  est  de  l'une  des  deux  formes  8A  +  i,  8A'  —  3;  mais 

N  =  4w,  [m) 
si  m  =  8A "+  3,  et 

N  =  o 
si  m  =  8A-  —  1 . 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  ==  4'"»  o"  ^ 

N  =   12  W,  (//i), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Enfin  pour  m  divisible  par  8,  n  =  2" m,   a  >  2,   on  a 

N  =  2  (2°*"'  —  i)  w,  {m) 
SI  m  =:  8X  it  I ,   mais 

N  =  2(2""'  +  i)u,  (m) 
si  m  =  8A  ±  3. 
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L'APPLICATION   DU  THÉORÈME  DE  L'ÉQUIVALENCE 
DES  TRANSFORMATIONS  AU  TRAVAIL  INTÉRIEUR; 

Par  m.  R.  CLALSIIS  \*]. 


TRADUIT  DE  L'ALLEMAND  PAR  M.  MARC  DUFRAISSE. 


Dans  un  Mémoire  imprimé  en  i854  [**],  qui  avait  pour  objet  de 
donner  à  mes  publications  antérieures  une  forme  pkis  simple,  j'ai  tiré 
du  principe  posé  par  moi,  que  la  chaleur  ne  peut  passer  d'elle-même 
(l'un  corps  plus  froid  dans  un  corps  plus  chaud,  un  théorème  étroite- 
ment lié,  sans  y  être  absolument  conforme,  avec  celui  que  S.  Carnot 
avait  déjà  déduit  d'autres  considérations,  basées  sur  les  idées  plus  an- 
ciennes touchant  la  nature  de  la  chaleur.  Ce  théorème  a  trait  aux  cir- 
conslances  dans  lesquelles  le  travail  peut  se  transformer  en  chaleur  et 
réciproquement  la  chaleur  en  travail,  et  je  l'ai  nommé  le  théorème  de 
l'équivalence  des  transformations .  Toutefois,  à  cette  époque,  je  ne 
communiquai  point  au  public  le  théorème  entier  dans  la  forme  géné- 
rale sous  laquelle  je  l'avais  conçu  et  développé  dans  mes  recherches  ; 
je  me  restreignis  dans  cette  publication  à  une  partie,  qui  pouvait  être 
traitée  séparément  et  démontrée  avec  plus  de  certitude  que  le  surplus 
du  théorème. 

Dans  tout  changement  d'état  d'un  corps,  il  est  fait  en  général  simul- 

[*]  Lu  à  la  Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich  le  27  janvier  1862,  et  imprimé 
dans  le  Recueil  trimestriel  de  la  Société,  t.  VII,  p.  48. 

[**]  Sur  une  forme  nouvelle  du  second  théorème  principal  de  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur.  [Ann.  de  Pogg.,  s.  XCIII,  p.  481  ;  Journ.  de  Liouville,  t.  XX,  p.  63; 
Phil.  Mag.,  s.  IV,  t.  XII,  p.  81.) 
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tanémeiit  du  travail  extérieur  et  du  travail  intérieur,  le  premier  par 
des  forces  que  des  corps  étrangers  exercent  sur  le  corps  dont  il  s'agit, 
et  le  second  par  des  forces  que  les  particides  de  ce  corps  lui-même 
exercent  les  unes  sur  les  autres.  Le  travail  intérieur  est  le  plus  souvent 
si  peu  connu,  et,  de  plus,  il  est  lié  à  une  autre  quantité  pareillement 
inconnue,  de  telle  façon  qu'en  le  traitant,  on  doit  se  laisser  diriger,  en 
partie  du  moins,  par  des  conjectures;  pendant  que  le  travail  extérieur 
est  accessible  à  l'observation  et  à  la  détermination  immédiates  et  peut 
être  traité  y.Uxs  rigoureusement.  Comme,  dans  ma  publication  précé- 
dente, je  désirais  éviter  tout  ce  qui  serait  hypothétique,  j'en  écartai 
complètement  le  travail  intérieur,  ce  qui  était  possible  par  cela  que  je 
restreignais  mes  considérations  à  des  séries  circulaires  de  changements 
(Kreisprocesse).  J'entends  par  là  une  succession  de  changements  que 
le  corps  éprouve  et  qui  sont  ordonnés  de  telle  sorte,  qu'il  retourne 
finalement  à  son  état  initial  [*].  En  effet,  dans  une  opération  de  cette 
nature,  les  quantités  du  travail  intérieur  qui  se  fait  dans  les  change- 
ments successifs  etqui  est  partie  positif,  partie  négatif,  s'entre-détruisent 
les  unes  les  autres,  si  bien  que  leur  somme  est  zéro,  et  qu'il  ne  reste 
plus  que  du  travail  extérieur,  et,  pour  ce  dernier,  le  théorème  dont 
il  s'agit  peut  être  prouvé  avec  une  rigueur  mathématique  en  vertu  du 
principe  rappelé  plus  haut. 

J'ai  différé  de  fniblier  1  autre  partie  de  mon  théorème,  parce  qu'elle 
conduit  à  une  conséquence  qui  s'écarte  considérablement  des  idées 
répandues  jusqu'à  ce  jour  touchant  la  chaleur  contenue  dans  les  corps, 
et  que,  par  cette  raison,  je  désirais  la  soumettre  à  un  examen  plus 
approfondi.  Mais  comme  dans  le  cours  des  années  je  me  suis  convaincu 
de  plus  en  plus  qu'il  ne  faut  pas  donner  trop  d'importance  à  ces  idées 
qui  en  partie  s'appuient  plutôt  sur  l'habitude  que  sur  des  bases  scien- 
tifiques, je  crois  devoir  ne  plus  hésiter,  et  je  donne  le  théorème  com- 
plet de  l'équivalence  des  transformations  avec  les  théorèmes  qui  y  sont 
connexes.  J'espère  que  l'importance  que  ces  théorèmes,  s'ils  sont  exacts. 


[*]   On  rend  ])ar  ces  mots  :  série  circulaire  de  changements,  1  idée  exprimée  dans  la 
traduction  du  Mémoire  de  iS54  pai'  les  termes  :  mode  d'opérations  d'un  tour  entier. 

Marc  DbJrajssb. 
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ont  pour  la  théorie  de  la  chaleur,  en  justifiera  la  publication  clans  la 
forme  hypothétique  sous  laquelle  je  les  présente. 

Mais  je  fiois  faire  remarquer  en  même  temps  que  si  l'on  hésitait  à 
reconnaître  la  justesse  des  théorèmes  suivants,  la  valeur  des  conclu- 
sions contenues  dans  mon  précédent  Mémoire,  lesquelles  ont  trait  à 
des  séries  circulaires  de  changements,  ne  serait  nullement  infirmée. 

I .  Je  commencerai  par  résumer  le  théorème  de  l'équivalence  des 
transformations  tel  que  je  l'ai  exposé  dans  mon  premier  Mémoire,  afin 
de  pouvoir  y  rattacher  ce  qui  va  suivre. 

Si  un  corps  accomplit  inie  série  circulaire  de  changements,  ou  peut 
y  gagner  un  certain  travail  extérieur,  mais  on  y  perd  en  même  temj)s 
une  certaine  quantité  de  chaleur;  ou  bien  réciproquement  on  peut  y 
consommer  du  travail  et  gagner  par  là  de  la  chaleur.  Cela  peut  être 
exprimé  ainsi  :  Par  la  série  circulaire  de  changements ,  de  la  chaleur 
peut  être  transformée  eu  travail  ou  du  travail  en  chaleur. 

La  série  circulaire  de  changements  peut  en  outre  avoir  un  autre 
effet,  à  savoir  que  de  la  chalein-  est  transmise  d'un  corps  à  un  autre, 
par  cela  que  le  corps  variable  prend  de  la  chaleur  de  l'un  de  ces  corps 
et  en  donne  à  l'autre.  Dans  ces  opérations,  les  corps  entre  lesquels 
s'effectue  la  transmission  de  chaleur  ne  doivent  être  considérés  que 
comme  des  réservoirs  tie  chaleur,  dont  il  n'est  nécessaire  de  connaître 
que  les  températures.  Si  les  températures  de  ces  deux  corps  sont  diffé- 
rentes, il  s'opère,  d'après  la  direction  de  la  transmission,  un  passage 
de  chaleur  d'un  corps  plus  chaud  à  un  corps  plus  froid  ou  d'un  corps 
plus  froid  <à  im  corps  plus  chaud.  Une  telle  transmission  de  chaleur 
peut  aussi,  pour  l'uniformité  des  termes,  être  exprimée  comme  une 
transformation,  en  disant  que  de  la  chaleur  d'une  température  est 
transformée  en  chaleur  cVune  autre  température. 

Ces  deux  sortes  de  transformations  sont  entre  elles  dans  une  cer- 
taine connexion,  si  bien  qu'elles  se  commandent  respectivement  et 
que  l'une  peut  remplacer  l'autre.  Si  l'on  nomme  éijuivalentes  t\e 
telles  transformations  qui  peuvent  se  remplacer  réciproquement,  et  si 
l'on  cherche  les  expressions  mathématiques  qui  déterminent  la  gran- 
deur des  transformations  de  telle  manière  que  les  transformations 
équivalentes  soient  de  grandeur  égale,  on   trouve  ce  qui  suit  :  Si  la 

27.. 
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quantité  de  chaleur  Q  de  la  température  t  résulte  de  travail,  cette 
(ransjbrination  a  la  valeur  d' équivalence 


et  si  la  quantité  de  chaleur  Q  passe  d'un  corps  de  la  température  t, 
dans  un  autre  de  la  température  t^,  cette  transformation  a  la  valeur 
d'équivalence 


où  T  est  une  fonction  de  la  température,  laquelle  fonction  est  indé- 
pendante de  l'espèce  d'opération  par  laquelle  la  transformation  s'ef- 
fectue, et  T,  et  Tj  indiquent  les  valeurs  de  la  fonction  qui  correspon- 
dent aux  températures  t,  et  t.,.  J'ai  démontré  par  une  considération 
spéciale  que  très-vraisemblablement  T  n'est  pas  autre  chose  que  la 
température  absolue. 

Ces  deux  expressions  font  coimaître  aussi  le  sens  positif  et  négatif 
des  transformations.  Dans  la  première  expression,  si  de  la  chaleur  ré- 
sulte de  travail,  Q  sera  pris  comme  positif,  et  si  de  la  chaleur  est  trans- 
formée en  travail,  Q  sera  pris  conune  négatif.  Dans  la  seconde,  Q  peut 
toujours  être  pris  comme  positif,  puisque  le  sens  contraire  de  la  trans- 
formation est  indiqué  par  cela  que  la  différence  ^  ~  j  P^"*^  ^^^'^  P°^'" 
tive  ou  négative.  On  voit  par  là  que  le  passage  de  chaleur  d'une  tem- 
pérature plus  haute  à  une  température  plus  basse  doit  être  considéré 
comme  une  transformation  positive,  et  que  le  passage  d'une  tempéra- 
ture plus  basse  à  une  température  plus  élevée  doit  èlre  considéré 
comme  une  transformation  négative. 

Si  l'on  exprime  par  ces  formules  les  transformations  qui  s'accom- 
plissent successivement  dans  une  série  circulaire  de  changements,  le 
rapport  qui  a  lieu  entre  elles  peut  être  indiqué  d'une  manière  simple 
et  déterminée.  Si  la  série  circulaire  est  susceptible  de  s'ejfcctuer  dans 
l'un  ou  Vautre  sens  [umkehrbar),  les  transformations  qui  s'y  opèrent 
successivement  doivent  èîre  partie  positives,  partie  négatives,  et  les 
valeurs    d'équivalence   des   transformations  positives  seront   égales, 
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riaiis  leur  ensemble,  aux  valeurs  des  transformations  négatives,  de 
telle  sorte  que  la  somme  algébrique  de  toutes  les  valeurs  d'équiva- 
lence est  zéro.  Si  la  série  circulaire  n'est  pas  susceptible  de  s'effectuer 
dans  les  deux  sens,  il  n'est  pas  iiécessaire  que  les  valeurs  d'équiva- 
lence des  transformations  positives  et  négatives  soient  égales,  mais  la 
différence  aura  lieu  seulement  en  ce  sens  que  les  positives  l'emportent. 
En  conséquence,  le  théorème  relatif  aux  valeurs  d'équivalence  des 
transformations  peut  être  exprimé  en  ces  termes  :  La  somme  algé- 
brique de  toutes  les  transjormalions  qui  s'accomplissent  dans  une  série 
circulaire  de  changements  Jie  peut  être  que  positive  ou,  comme  limite, 
zéro. 

L'expression  mathématique  de  ce  théorème  est  la  suivante.  Soit  (YQ 
l'élément  de  chaleur  donnée  par  le  corps  pendant  ses  changements  à 
un  réservoir  quelconque  de  chaleur  (une  quantité  de  chaleur  que  le 
corps  tire  d'un  réservoir  y  est  complée  comme  négative)  et  T  la  tem- 
pérature absolue  du  corps  au  moment  où  il  donne  la  chaleur,  on  aura, 
pour  chaque  série  circulaire  susceptible  de  s'effectuer  dans  les  deux 
sens,  l'équation 

(I)  /^^  =  o, 

et,  pour  toute  série  circulaire  possible,  la  relation 

2.  Quoique  la  justesse  de  ce  théorème  puisse  recevoir  une  démons- 
tration rigoureusement  mathématique,  en  admettant  le  principe  rap- 
pelé plus  haut,  le  théorème  lui-même  reste  néanmoins  enveloppé  dans 
une  forme  abstraite  sous  laquelle  il  est  difficilement  accessible  à  l'in- 
telligence, et  l'on  se  sent  forcé  de  chercher  la  vraie  cause  physique 
dont  ce  théorème  est  la  conséquence.  Comme  d'ailleurs  le  travail  in- 
térieur et  le  travail  extérieur  ne  diffèrent  pas  essentiellement  l'un  de 
l'autre,  on  peut  accepter  presque  avec  certitude  qu'un  théorème, 
exact  d'une  manière  si  générale  lorsqu'il  s'agit  du  travail  extérieur, 
ne  doit  pas  être  limité  exclusivement  à  ce  travail,  mais  que,  dans  tous 
les  cas  où  le  travail  extérieur  se  fait  simultanément  avec  du   travail 
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intérieur,  le  théorème  doit  trouver  également  son  application  à  ce 
dernier. 

Des  considérations  de  cette  nature  m'otit  conduit  déjà,  dans  mes 
premières  recherches  sur  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  à  sup- 
poser une  loi  générale  touchant  la  manière  dont  la  force  agissante  de 
la  chaleur  dépend  de  la  température,  laquelle  loi  a  jiour  conséquence 
immédiate  le  théorème  de  l'équivalence  des  transformations  dans  sa 
forme  plus  complète,  et  donne  lieu  en  même  temps  à  d'autres  con- 
clusions importantes.  Je  veux  d'abord  donner  cette  loi  et  tâcher  d'en 
éclaircir  le  sens  au  moyen  de  quelques  explications  dont  je  l'accom- 
pagnerai, parce  que,  parmi  les  raisons  qui  militent  en  faveur  de  sa  jus- 
tesse, celles  qui  ne  sont  pas  encore  claires  par  elles-mêmes  et  à  cause 
de  leur  vraiseniblance  intrinsèque,  seront  successivement  mises  en  lu- 
mière dans  le  cours  du  Mémoire.  Voici  donc  : 

Dans  tous  les  cas  où  la  chaleur  contenue  dans  un  corps  fait  un 
travail  mécanique  en  surmontant  des  résistances  ^  la  grandeur  des 
résistances  quelle  peut  surmonter  est  proportionnelle  à  la  température 
absolue. 

Pour  comprendre  le  sens  de  cette  loi,  il  faut  examiner  de  plus  près 
les  procédés  par  lesquels  la  chaleur  peut  faire  du  travail.  Ces  procédés 
se  laissent  toujours  ramener  à  cela  que  la  chaleur  effectue  d'une  façon 
quelconque  un  changement  dans  l'arrangement  des  particules  d'un 
corps.  Ainsi,  par  exem|)le,  les  corps  sont  dilatas  par  la  chaleur  et  en 
conséquence  les  molécules  éloignées  les  unes  des  autres;  eu  quoi  il 
faut  surmonter,  d'une  part,  les  forces  attraclives  des  molécules  entre 
elles,  et,  d'autre  part,  des  contre-forces  étrangères,  s'il  en  existe.  En 
outre  l'état  d'agrégation  [  J ggre^atzustandt)  est  modifié  par  la  cha- 
leur de  telle  façon,  que  des  corps  solides  deviennent  liquides  et  des 
corps  solides  ou  liquides  deviennent  aériformes,  changement  où  il  y  a 
également  à  surmonter  des  forces  internes  et  en  général  aussi  des  forces 
externes.  Un  autre  cas  que  je  dois  encore  mentionner,  parce  qu'il  est 
tres-différeut  de  ceux  qui  précèdcni  et  qu'il  montre  des  lors  combien 
sont  divers  les  effets  que  l'on  doit  prendre  ici  en  considération,  c'est 
que,  dans  le  contact  de  deux  corps  de  nature  différente,  l'électricité  est 
transmise  de  l'un  de  ces  corps  à  l'autre,  d'où  naissent  les  courants 
thermo-électriques. 
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Dans  les  cas  d'abord  nieiitionnés,  rarrangement  des  molécules  est 
changé.  Comme  les  molécules,  même  pendant  que  le  corps  se  trouve 
dans  un  état  stationuaire,  n'ont  pas  de  situation  fixe  et  immuable, 
comme  aii  contraire  elles  sont  toujours  dans  un  mouvement  plus  ou 
moins  étendu,  on  peut,  quand  il  <,' agit  de  l'arrangement  des  molécules 
dans  un  moment  quelconque,  se  figurer  ou  un  arrangement  tel  qu'on 
l'observe  lorsqu'on  prend  chaque  molécule  dans  la  position  qu'elle 
occupe  précisément  à  un  moment  déterminé,  ou  bien  un  arrangement 
dans  lequel  chaque  molécule  est  prise  dans  une  situation  moyenne. 
L'influence  de  la  chaleur  tend  toujours  à  diminuer  la  cohésion  entre 
les  molécules,  et,  quand  la  cohésion  est  rompue,  la  chaleur  tend  à 
augmenter  de  plus  en  plus  l'éloignement  moyen.  Afin  de  pouvoir  ex- 
primer mathématiquement  cette  action  de  la  chaleur,  nous  indique- 
rons le  degré  de  division  du  corps  par  une  nouvelle  quantité  à  intro- 
duire que  nous  nommerons  la  (iisgre'gation  du  corps  et  à  l'aide  de 
laquelle  nous  pouvons  définir  l'eltet  de  la  chaleur  en  disant  simple- 
ment qu'elle  tend  a  augmenter  la  disgregafion.  On  verra  plus  bas 
comment  on  peut  obtenir  une  mesure  déterminée  pour  celte  quan- 
tité. 

Quant  à  ce  qui  concerne  le  cas  dont  nous  avons  parlé  en  dernier 
lieu,  l'arrangement  de  l'clectricilé  est  changé.  Ce  changement  peut 
être  exprimé  et  calculé  comme  peut  l'être  le  changement  dans  la  po- 
sition des  molécules,  et  nous  pouvons,  lorsqu'il  existe,  le  comprendre 
sous  l'expression  générale  de  changement  de  l'arrangement  ou  chan- 
gement de  la  disgrégation. 

On  comprend  que  chacun  de  ces  changements  peut  aussi  avoir  lieu 
en  sens  inverse,  si  l'influeuce  des  contre-forces  est  plus  puissante  que 
celle  de  la  chaleur.  J'ai  égalrmeut  admis  comme  une  chose  démontrée 
que,  pour  produire  du  travail,  on  consomme  toujours  luie  quantité 
correspondante  de  chaleur,  et  que  réciproquement,  par  la  consomma- 
tion du  travail,  on  crée  autant  de  chaleur. 

5.  Maintenant  si  nous  considérons  de  plus  près,  sous  le  rapport  des 
forces  agissant  en  eux,  les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter, 
nous  en  rencontrons  d'abord  un  extrêmement  simple,  la  dilatation 
d'un  gaz  permanent.  On  peut  conclure  de  certaines  propriétés  des  gaz, 
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qu'en  eux  l'attraction  mutuelle  des  molécules  clans  leur  éloignement 
moyen  est  très-faible,  et  qu'elle  n'oppose  en  conséquence*  à  la  dilata- 
tion du  gaz  c{u'une  très-petite  résistance;  si  bien  que  la  résistance 
qu'offrent  les  parois  du  vase  qui  le  contient  fait  presque  écp.iilibre  à 
l'action  totale  de  la  chaleur.  D'après  cela,  la  pression  extérieurement 
appréciable  du  gaz  donne  une  mesme  approximative  pour  la  force  de 
dilatation  de  la  chaleur  contenue  dans  le  gaz,  et  dès  lors,  en  vertu  de 
la  loi  posée  dans  le  numéro  précédent,  cette  pression  doit  être  approxi-  " 
mativement  proportionnelle  à  la  température  absolue.  Et  dans  le  fait, 
la  justesse  de  ce  résultat  a  par  elle-même  tant  de  vraisemblance  en  sa 
faveur,  qu'un  grand  nombre  de  physiciens,  depuis  Gay-ÏAissac  et  Dal- 
ton,  ont  admis  cette  proportionnalité,  sans  chercher  d'autres  raisons, 
et  s'en  sont  servis  pour  le  calcul  de  la  température  absolue. 

Pareillement,  dans  l'action  thermo-électrique  mentionnée  plus  haut, 
la  force  opérant  contre  la  chaleur  est  une  force  simple  et  facile  à  déter- 
miner. En  effet,  à  la  surface  de  contact  de  deux  matières  différentes, 
la  chaleur  transporte  de  l'inie  à  l'autre  autant  d'électricité  qu'il  en 
faut  pour  que  la  contre-force  résultant  de  la  tension  électrique  fasse 
équilibre  à  la  force  mouvant  l'électricité.  Dans  un  Mémoire  sur  l'appli- 
cation de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  aux  phénomènes  thermo- 
électriques [*],  j'ai  déjà  démontré  que  si  le  changement  de  tempéra- 
ture n'est  pas  accompagné  de  changements  dans  l'arrangement  des 
molécules,  la  différence  de  tension  produite  par  la  chaleur  doit  être 
proportionnelle  à  la  température  absolue,  ainsi  que  le  demande  notre 
loi. 

Dans  les  autres  cas  mentionnés  ci-dessus  et  dans  la  plupart  de  ceux 
qui  peuvent  encore  se  présenter,  les  rapports  sont  moins  simples,  parce 
que  les  forces  que  les  molécules  exercent  les  unes  sur  les  autres 
jouent  dans  ces  cas  lui  rôle  essentiel,  et  que  ces  forces  sont  aujourd'hui 
encore  complètement  inconnues.  On  voit  bien  à  la  vérité,  si  l'on  con- 
sidère seulement  les  résistances  extérieures  que  la  chaleur  peut  sur- 
monter, qu'en  général  sa  force  augmente  avec  la  température.  Si  par 
exemple  on  veut,  au  moyen  d'une  pression  extérieure,  empêcher  la 

[*]  Jnn.  (le  Pogg.,  t.  XC,  p.  5i3. 
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dilatation  d'un  corps,  on  doit  employer  à  cet  effet  une  pression  d'au- 
tant plus  grande  qu'on  le  chauffe  davantage,  et  l'on  peut  dès  lors, 
même  sans  connaître  les  forces  internes,  conclure  que  la  quantité  to- 
tale des  résistances  qui  peuvent  être  surmontées  dans  la  dilatation, 
croît  avec  la  température.  Mais,  sans  la  connaissance  des  forces  in- 
ternes, on  ne  saurait  juger  si  cette  quantité  totale  augmente  justement 
dans  la  proportion  exigée  par  noire  loi.  Inversement,  cette  loi,  si  on 
la  considère  comme  d'ailleurs  démontrée,  peut  servir  à  déterminer  les 
résistances  opposées  par  les  forces  internes. 

Les  forces  que  les  molécules  exercent  les  unes  sur  les  autres  ne  sont 
pas  d'une  nature  si  simple,  que  l'on  puisse  remplacer  chaque  molécule 
par  un  simple  point  d'attraction;  car  heaucoup  de  cas  démontrent 
clairement  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  seulement  de  l'éloignement  des  molé- 
cules, mais  encore  des  situations  respectives  des  molécules  les  unes  à 
l'égard  des  autres.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  la  fusion  de  la 
glace,  (les  foi  ces  internes  que  les  iDolécules  exercent  les  unes  sur  les 
autres  sont  sans  doute  surmontées,  et  il  y  a  ainsi  une  augmentation 
de  la  disgrégafion;  néanmoins  les  centres  de  gravité  des  molécules 
dans  l'eau  liquide  sont  en  moyenne  moins  éloignés  les  uns  des 
autres  que  dans  la  glace,  puisque  l'eau  a  une  plus  grande  densité. 
Aussi  ce  phénomène  singulier  que  l'eau  se  contracte  quand  on  la 
chauffe  au-dessus  de  0°  et  qu'elle  ne  commence  à  se  dilater  qu'au-des- 
sus de  4°>  prouve-t-il  que,  même  dans  l'eau  liquide,  encore  près  du 
point  de  fusion,  l'augmentation  de  la  disgrégation  n'est  pas  accompa- 
gnée d'une  augmentation  de  l'éloignement  moyen  des  molécules.  En 
conséquence,  il  serait  difficile,  en  ce  qui  touche  les  forces  internes, 
alors  même  qu'on  ne  voudrait  pas  les  mesurer,  m;iis  seulement  les 
exprimer  mathématiquement,  de  trouver  pour  elles  une  expression 
convenable  qui  admît  une  détermination  simple  de  la  grandeur.  Tou- 
tefois cette  difficulté  disparaît,  si  l'on  ne  veut  pas  porter  en  compte 
les  forces  elles-mêmes,  mais  le  trûi'ail  mécanique  nécessaire  pour  les 
surmonter  dans  un  changement  (jurlconque  d'arrangement.  Les  ex- 
pressions (les  quantités  de  travail  sont  plus  simples  que  celles  des 
forces  correspondantes,  puisque  les  quantités  de  travail  peuvent  être 
exprimées,  sans  autre  explication,  par  des  nombres  de  la  même  unité, 
que  l'on    peut  additionner  ou  bien  retrancher  les   unes  des  autres, 

Tome  vil  (2«  série).  —  Jcillet  1862.  "^^ 
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quelle  que  soit  la  différence  des  forces  auxquelles  les  travaux  se  rap- 
portent. 

Il  est  donc  convenable,  pour  l'application,  de  donner  une  autre 
forme  à  notre  loi  en  y  introduisant,  au  lieu  des  forces,  le  travail  fait  pour 
les  surmonter.  Dans  cette  forme  nouvelle,  on  a 

Le  travail  mécanique  que  peut,  faire  la  chaleur  dans  un  changement 
quelconque  d'arrangement  d'un  corps,  est  proportionnel  à  la  tempéra- 
ture absolue  dans  laquelle  le  changement  a  lieu. 

4.  Cette  loi  ne  parle  pas  du  travail  que  la  chaleur  Jait,  mais  de 
celui  qneWe  peut  faite,  comme,  dans  la  première  forme  de  la  loi,  il 
n'est  pas  question  des  résistances  que  la  chaleur  surmonte.,  mais  de 
celles  qu'elle  peut  surmonter.  Cette  distinction  est  nécessaire  par  les 
raisons  qui  suivent. 

Comme  les  forces  externes  auxquelles  le  corps  est  soumis  durant  un 
changement  déterminé  d'arrangement  peuvent  être  fort  différentes,  il 
peut  arriver  aussi  que  la  chaleur,  pendant  qu'elle  opère  un  changement 
d'arrangement,  n'a  pas  à  surmonter  toute  la  résistance  qu'elle  serait 
capable  de  vaincre.  A  cet  égard,  un  exemple  connu  et  souvent  cité, 
c'est  la  dilatation  d'un  gaz,  lorsqu'elle  ne  s'effectue  pas  dans  des  con- 
ditions oîi  le  gaz  ait  à  y  surmonter  une  contre-pression  égale  a  sa 
propre  force  d'expansion,  mais  bien  lorsque  la  dilatation  résulte  de  ce 
que  l'espace  rempli  de  ce  gaz  est  mis  en  communication  avec  un 
autre  espace  vide  ou  contenant  du  gaz  de  moindre  pression.  Il  est 
clair  que  dans  de  tels  cas,  afin  de  déterminer  la  force  de  la  chaleur, 
on  ne  doit  pas  considérer  la  résistance  réellement  surmontée,  mais  celle 
qui  peut  l'être. 

De  même,  dans  des  changements  d'arrangement  contraires  où  l'ac- 
tion do  la  chaleur  est  surmontée  par  des  contre-forces,  il  peut  y  avoir 
une  différence  analogue,  mais  en  ce  sens  seulement  que  la  valeur  to- 
tale des  forces  qui  surmontent  l'action  de  la  chaleur  peut  bien  être 
plus  grande  que  la  force  agissante  de  la  chaleur,  mais  jamais  moindre. 

Les  cas  où  cette  distinction  se  présente  peuvent  être  caractérisés 
de  la  manière  suivante.  Si  le  changement  d'arrangement  a  lieu  de 
manière  que  force  et  contre-force  y  soient  égales,  le  changement,  sous 
l'influence  des  mêmes  forces,  peut  aussi  avoir  lieu  en  sens  inverse. 
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Mais  si  un  changement  a  lieu  de  telle  sorte  que  la  force  surmontante 
y  est  plus  grande  que  la  force  surmontée,  le  changement  ne  peut, 
sous  l'influence  des  mêmes  forces,  avoir  lien  en  sens  inverse.  Dans  le 
premier  cas,  nous  disons  que  le  changement  a  eu  lien  en  mode  d'al- 
ler et  de  retour;  dans  le  second,  qu'il  n'a  pas  en  lieu  en  mode  d'aller  et 
de  retour  [*]. 

Rigonrensement  parlant,  la  force  snrmontante  doit  toujours  être 
pins  puissante  que  la  force  surmontée;  mais  comme  il  n'est  pas  néces- 
saire que  cette  différence  de  force  soit  d'une  grandeiu'  déterminée,  on 
peut  se  la  figurer  de  plus  en  plus  petite,  si  bien  qu'elle  s'approche  de 
la  valeur  zéro  à  chaque  degré  voidu.  On  voit  par  là  que  le  cas  où  le 
changement  a  lieu  en  mode  d'aller  et  retour  est  une  limite  extrême 
qu'on  ne  peut,  il  est  vrai,  atteindre  complètement,  mais  dont  on  peut  se 
rapprocher  à  volonté.  On  peut  dès  lors,  dans  des  considérations  théo- 
riques, parler  encore  de  ce  cas  comme  rl'un  cas  susceptible  d'exécu- 
tion réelle,  et  il  joue  même  connue  limite  un  rùle  très-important  dans 
la  théorie. 

Je  veux  à  cette  occasion  mentionner  dès  à  présent  lui  autre  procédé 
dans  lequel  cette  distinction  se  rencontie  pareillement.  Si  un  corps 
doit  donner  de  la  chaleur  à  un  autre  par  conduction  ou  par  rayonne- 
ment (ce  qui  veut  due  dans  le  cas  du  layonnement  où  la  communica- 
tion est  mutuelle  que  l'un  des  corps  envoie  à  l'autre  j)lus  de  chaleur 
qu'il  n'en  reçoit),  le  corps  donnant  doit  être  plus  chaud  que  le  corps 
prenant,  et  en  conséquence  entie  deux  corps  de   températures  diflé- 


[*]  L'auteur  de  ce  Mémoire  emploie  un  tenue  allemand  ([u'on  ne  peut  traduire  lit- 
téralement en  français,  umkchrbar,  qui  exprime  l'idée  qu'un  changement,  opéré  d'a- 
bord dans  un  sens,  peut  s'effectuer  ensuite  dans  le  sens  contraire,  de  manière  que  le 
corps  retourne  par  le  même  chemin  à  son  état  initial.  Aussi  traduisons-nous  umkerhbnr 
par  susceptible  d'être  effectué  dans  l'un  et  l'autre  sens,  on  bien  dans  les  deux  sens;  et, 
pour  plus  de  brièveté,  quand  nous  avons  à  exprimer  cette  sorte  de  mouvement  de  va- 
et-vient,  nous  disons  que  le  changement  a  lieu  selon  le  mode  ou  en  mode  d'aller  et  de 
retour,  in  umkehrbarer  iveise.  Et,  pour  exprimer  que  le  changement  n'est  pas  suscep- 
tible d'être  effectué  dans  les  deux  sens,  la  négation  ne  pouvant  être  exprimée  comme 
dans  le  texte  allemand  in  nicht  umhelirbarer  weise,  nous  disons  que  le  changement  n'a 
PAS  lieu  en  mode  d'aller  et  de  retour.  Marc  Duiraisse. 

28., 
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rentes,  la  transmission  de  chaleur  peut  avoir  lieu  dans  un  sons  et  non 
point  dans  le  sens  contraire.  Seulement  si  un  corps  avait  donné  de  la 
chaleur  à  un  autre  corps  d'égale  température,  la  transmission  de  cha- 
leur pourrait  également  s'effectuer  tout  aussi  bien  en  sens  contraire.  11 
est  vrai  qu'une  transmission  de  chaleur  à  un  corps  d'égale  lempéra- 
ture  n'est  pas  possible,  rigoureusement  parlant;  mais  connue  la  dif- 
férence de  température  peut  être  aussi  petite  qu'on  voudra  l'imaginer, 
le  cas  où  la  différence  de  température  est  zéro  et  où  par  conséquent  le 
passage  de  chaleur  est  susceptible  de  s'effectuer  dans  l'un  et  l'autre 
sens  [uinkefirbar),  forme  la  limite  qu'on  peut  théoriquement  du  moins 
considérer  encore  comme  possible. 

îi.  Nous  allons  maintenant  développer  l'expression  mathématique 
de  notre  loi,  et  cela  d'abord  pour  le  cas  où  le  changement  d'état  qu'é- 
prouve le  corps  dont  il  s'agit  a  lieu  en  mode  d' aller  et  de  retour.  On  verra 
plus  bas  que  le  résultat  trouvé  pour  ce  cas  peut  être  facilement  étendu 
à  ceux  où  le  changement  n'a  pas  lieu  en  mode  d'aller  et  de  retour. 

Supposons  que  le  corps  éprouve  un  changement  quelconque  d'état 
infiniment  petit,  où  peuvent  être  changés  et  la  quantité  de  chaleur 
qu'il  contient  et  l'arrangement  de  ses  particules.  Soit  H  la  quantité  de 
chaleur  que  contient  le  corps  et  dll  le  changement  de  cette  quantité. 
Soit  d]^  le  travail  fait  par  la  chideur  dans  le  changement  d'arrange- 
ment, c'est-à-dire  la  somme  du  travail  intérieur  et  extérieur,  qui  peut 
être  positive  ou  négative,  selon  que  la  force  agissante  de  la  chaleur 
surmonte  les  contre-forces  ou  qu'elle  est  surmontée  par  elles.  Nous 
obtiendrons  la  chaleur  consommée  à  ce  travail,  en  multipliant  le  tra- 
vail par  A,  qui  exprime  l'équivalent  de  chaleur  pour  l'unité  de  travail; 
nous  avons  ainsi  A^L. 

La  somme  r/H  -+■  AdL  est  la  quantité  de  chaleur  que  le  corps  doit 
recevoir  de  l'extérieur,  c'est-à-dire  tirer  d'un  autre  corps,  pendant  le 
changement  d'état.  Comme  nous  avons  précédemment  exprimé  par 
dQ  une  quantité  de  chaleur  infiniment  petite  que  le  corps  changeant 
d'état  communique  à  un  autre,  nous  devons  par  analogie  exprimer 
par  —  dQ  la  quantité  de  chaleur  qu'il  tire  d'un  autre  corps,  et  nous 
avons  l'équation 

-  ^Q  =  du  +  A^L 
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(i)  dQ^c/n-h  Adh  =  o  [*]. 

Maintenant,  ponr  pouvoir  introduire  aussi  la  disgrégation  dans  les 
formules,  nous  devons  d'abord  fixer  de  quelle  manière  nous  la  déter- 
minerons comme  quantité  mathématique. 


[*]  Dans  mes  précédents  Mémoires,  j'ai  séparé  l'un  de  l'autre  le  travail  intérieur  et 
extérieur,  faits  par  la  chaleur  dans  le  changement  d'état  du  corps.  Si  l'on  exprime  le 
premier  par  dl  et  le  second  par  (^W,  l'équation  (i)  ci-dessus  donnera 

(a)  ^Q +rfH-+-ArfH-ArfW  =  o. 

Comme,  dans  un  changement  d'état,  l'augmentation  delà  chaleur  existant  réellement 
dans  le  corps  et  la  chaleur  consommée  à  du  travail  intérieur  sont  des  quantités  dont  nous 
ne  connaissons  pas  ordinairement  les  valeurs  séparées,  mais  seulement  la  somme,  et  qui 
de  plus  ont  cela  de  commun  qu'elles  sont  conq)Iétement  délerminée.s  dés  que  l'état  ini- 
tial et  l'état  final  du  corps  sont  donnés,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  savoir  comment  le 
corps  est  passé  de  l'un  à  l'autre  état,  j'ai  jugé  convenable  d'introduire  une  fonction  qui 
exprime  la  somme  de  ces  deux  quantités,  et  que  j'ai  nommée  U.  D'où  résulte 

(6)  dV  =  dE-^Adî, 

et  la  précédente  équation  se  transforme  par  là  en 

(c)  dq-r-dV  +Ad\N  =o, 

et  si  l'on  s'imagine  cette  équation  intégrée  pour  un  changement  d'état  fini  quelconque, 
elle  donne 

(rf)  Q+U-i-AW  =  o. 

Ce  sont  les  équations  que  j'ai  forir,ulées  dans  mes  Mémoires  de  i85o  et  de  i854, 
partie  dans  la  forme  spéciale  qu'elles  prennent  pour  des  gaz  permanents,  partie  dans  la 
forme  générale  qu'elles  ont  ci-dessus,  avec  cette  seule  différence  que  j'ai  adopté  dans 
ces  Mémoires  le  sens  positif  ou  négatif  de  la  quantité  de  chaleur  d'une  manière  inverse 
à  celle  où  je  les  prends  ici,  pour  être  mieux  d'accord  avec  l'équation  (I  )  donnée  dans  le 
n"  1.  La  fonction  U,  qtie  j'ai  introduite  et  qui  peut  recevoir  des  applications  multiples 
dans  la  théorie  de  la  chaleur,  aété  depuis  l'objet  de  développements  mathématiques  très- 
intéressants  de  la  part  de  MM.  W.  Thomson  et  Kirchhoff  (  voir  P/til.  Mag.,s.  IV,  t.  IX, 
p.  523,  et  Jnn.  de  Pogg.,  t.  CIII,  p.  177).  Thomson  l'a  nommée  The  mechanical 
eriergy  of  a  body  in  a  g'/cen  .s^a/e,  et  Kirchhoff,  IVirhungsfunction.  Bien  que  je  croie 
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La  disgrégadon  doit,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit  dans  le  n°  *i,  exprimer 
le  degré  de  division  du  corps.  Ainsi,  par  exemple,  la  disgrégation  d'un 
corps  est  plus  grande  à  l'état  liquide  qu'à  l'état  solide,  et  plus  grande 
à  l'état  aériforme  qu'à  l'état  liquide.  Si,  en  outre,  d'une  quantité  donnée 
de  matière,  une  partie  est  solide  et  l'autre  liquide,  la  disgrégation  sera 
d'autant  plus  grande  que  la  partie  liquide  sera  plus  grande  aussi;  et 
pareillement  si  une  partie  est  liquide  et  l'autre  aériforine,  la  disgréga- 
tion sera  d'autant  plus  grande  que  la  partie  aériforme  est  plus  consi- 
dérable. La  disgrégation  d'iui  corps  est  complètement  déterminée, 
l'arrangement  des  particules  en  étant  donné;  mais  on  ne  peut  pas  dire 
inversement  que  l'arrangement  des  particules  d'un  corps  soit  complè- 
tement déterminé,  la  grandeur  delà  disgrégation  étant  donnée.  Ainsi, 
par  exemple,  dans  une  quantité  donnée  de  matière,  si  une  partie  est 
solide  et  l'autre  aériforme,  la  disgrégation  peut  être  aussi  grande  que 
si  la  masse  entière  était  liquide. 

Figurons-nous  maintenant  que  le  corps  change  d'état  sous  l'in- 
fluence de  la  chaleur  (nous  nous  restreignons  pour  le  moment  à  des 
changements  d'état  qui  p-euvent  avoir  lieu  d'une  manière  continue  et 
en  mode  d'aller  et  de  retour,  et  nous  supposons  en  même  temps  que 
le  corps  a  une  température  égale  dans  toutes  ses  parties).  Puisque 
l'augmentation  de  la  disgrégation  est  le  moyen  par  lequel  la  chaleur 
effectue  du  travail,  la  grandeur  du  travail  doit  être  en  rapport  déter- 
miné avec  la  grandeur  de  l'augmentation  de  disgrégation,  et  nous 
fixerons  le  mode,  encore  arbitraire,  de  déterminer  la  grandeur  de  la 
disgrégation  de  manière  que,  dans  une  température  donnée,  l'augmen- 
tation de  la  disgrégation  soit  proportionnelle  au  travail  qu'y  peut 
faire  la  chaleur.  Notre  loi  détermine  en  outre  ce  qui  concerne  l'in- 
fluence de  la  température.  En  effet,  si  un  même  changement  de  dis- 
grégation a  lieu  à  des  températures  différentes,  le  travail  respectif 
doit  être  proportionnel  à  la  température  absolue.  Soit  donc  Z  la  dis- 


que ma  définition  originaire  (  voir  Ann.  de  Pogg.,  t.  LXXJX,  p.  385,  et  t.  XCIII, 
]).  4^4)  ^st  rigoureusement  juste,  qu'elle  exprime,  si  l'on  sort  d'un  état  initial  quel- 
conque, la  somme  de  la  chaleur  qui  s'ajoute  à  celle  qui  existe  réellement  est  de  la  cha- 
leur consommée  à  du  travail  intérieur,  je  ne  peux  néanmoins  faire  aucune  objection 
contre  une  expression  abrégée. 
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grégation  du  corps  et  dZ  un  changement  infiniment  petit  de  celle-là 
et  dh  le  travail  infiniment  petit  qui  lui  correspond  ;  on  peut  poser 


ciL  =  KJdZ     ou     '/Z  =  ^, 


où  K  est  une  constante  qui  dépend  de  l'unité  de  mesure,  encore  indé- 
terminée, d'après  laquelle  Z  sera  mesuré.   Choisissons  cette  unité  de 

mesure  de  façon  qu'on   obtient  R  =:  i-,  et  qu'on  a   par  conséquent 

l'équation 


'       \  irr  A  cil, 

,2)  ^Z  =  — - 


Figurons-nous   cette  équation   intégrée  depuis   un  état   initial   quel- 
conque dans  lequel  Z  a  la  valeur  Z,,  jusqu'à  l'état  actuel,  on  aura 


(3)  Z  =  Zo+aJ 


Par  là  la  quantité  Z  est  déterminée,  sauf  une  constante  dépendante  de 
l'état  initial  adopté. 

Si  la  température  du  corps  n'est  pas  égale  dans  toutes  ses  parties, 
on  peut  se  représenter  le  corps  divisé  en  autant  de  parties  qu'on  vou- 
dra, rapporter  à  une  partie  quelconque  les  éléments  dZ  et  dL  de  l'é- 
quation (2),  et  poser  en  même  temps  pour  T  la  valeur  qu'a  la  tempé- 
rature absolue  de  cette  partie.  Si  alors  les  expressions  des  changements 
de  disgrégation  infiniment  petits  des  parties  séparées  sont  réunies  au 
moyen  d'une  addition  ou  bien  au  moyen  d'une  intégration  dans  le 
cas  où  le  nombre  des  parties  devrait  être  infini,  on  obtient  le  change- 
ment de  disgrégation  encore  infiniment  petit  du  corps  entier;  d'où  ou 
peut  déduire,  aussi  par  intégration,  tout  changement  de  disgrégation 
fini. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (i)  et,  à  l'aide  de  l'équalion  (2), 
éliminons-en  l'élément  de  travail  dh.  Cette  opération  donne 

(4)  dQ-i-dR-hJdZ=o, 
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ou,  si  nous  divisons  par  T, 


dQ  4-  dll 


dZ  =  o. 


Figurons-nous  cette  équation  intégrée  pour  un  changement  d'état  fini 
nous  avons 


(II)  J'^Q±i^H_jVz  =  o. 


Dans  le  cas  où  le  corps  n'aurait  pas  une  température  égale  dans 
toutes  ses  parties,  on  peut  se  l'imaginer  de  nouveau  divisé  en  parties, 
rapporter  d'abord  à  une  partie  séparée  les  éléments  ^Q,  ^11  et  r/Z  de 
l'équation  (5),  et  poser  pour  T  la  température  absolue  de  cette  partie. 
On  doit  alors  entendre  les  signes  d'intégration  en  (II)  en  ce  sens  qu'ils 
embrassent  les  changements  de  toutes  les  parties.  11  faut  remarquer  ici 
qu'on  doit  laisser  provisoirement  de  côté  les  cas  où  un  corps  continu 
a  en  divers  points  des  températures  différentes,  et  où  une  transmission 
immédiate  de  chaleur  est  opérée  par  conduction  des  points  plus 
chauds  aux  points  plus  froids;  et  l'on  passe  ces  cas  sous  silence, 
parce  qu'une  telle  transmission  n'est  pas  susceptible  d'être  effectuée 
dans  l'un  et  l'autre  sens  et  que  nous  nous  sommes  restreint,  pour  le 
moment,  à  la  considération  des  changements  susceptibles  de  s'opérer 
dans  les  deux  sens. 

L'équation  (II  ;  est  ce  que  nous  avons  cherché,  à  savoir  l'expression 
mathématique  de  notre  loi  pour  tous  les  chajii^ements  d'état  d'un 
corps,  qui  s' effectuent  en  mode  d'aller  et  de  retour.  Il  est  évident  que 
celte  équation  doit  être  également  valable  si,  au  lieu  d'un  change- 
ment d'état  unique,  on  envisage  ime  série  des  changements  d'état  se 
succédant  les  uns  aux  autres. 

(>.  L'équation  différentielle  (4)  d'où  découle  l'équation  (II)  est 
connexe  à  une  équation  différentielle  qui  résulte  des  théorèmes  déjà 
connus  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  et  qui,  dans  le  cas  spé- 
cial où  le  corps  dont  il  s'agit  est  un  gaz  parfait,  prend  d'elle-même  la 
forme  de  l'équation  (4). 

Supposons  donné   un  corps   quelconque  de  volume  variable  sur 
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lequel  agit,  comme  force  extérieure,  une  pression  exercée  à  la  sur- 
face. Soit  v  le  volume  que  prend  le  corps  sous  cette  pression  p,  à  la 
température  T  (comptée  à  partir  du  zéro  absolu),  et  supposons  que 
l'état  du  corps  soit  compléteirtent  déterminé  par  lesquantilésTet  v.  Si  la 
quantité  de  chaleur  que  le  corps  doit  recevoir  en  se  dilatant,  à  une 

température  constante,  de  di>,  est  exprimée  par  -^dv  (où,  pour  être 

mieux  d'accord  avec  le  mode  d'expression  employé  d'ailleurs  dans  les 
équations  contenues  dans  ce  numéro,  le  sens  positif  de  la  quantité  de 
chaleur  est  adopté  autrement  que  dans  l'équation  (4),  dans  laquelle 
on  a  compté  comme  positive  non  pas  une  quantité  de  chaleur  reçue  par 
le  corps,  mais  une  quantité  de  chaleur  qu'il  a  donnée),  on  a,  en  vertu 
de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  cette  équation  connue 

lu'  -  ^^^  1t' 

Si  nous  nous  figurons  maintenant  que  la  température  du  corps  est 
changée  de  r/T  et  son  volume  de  dv,  et  si  nous  nommons  rfQ  la  quan- 
tité de  chaleur  que  le  corps  reçoit  dans  ce  changement,  nous  pouvons 
écrire 

Introduisons-y  la  lettre  c  pour  la  quantité  signifiée  par  '-^5   laquelle 

exprime  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant,  et  mettons  pour  — 
l'expression  donnée  précédemment.  Nous  avons  alors 

(6)  dq=cdT  +  kT^dv. 

Puisque  la  pression  p  est  la  seule  force  extérieure  que  le  corps  doit 
surmonter  dans  la  dilatation,  pdv  est  le  travail  extérieur  qui  y  est 

effectué,  et  la  quantité  -^dv  exprime  comment  ce  travail  croit  avec 
la  température. 

Si  nous  appliquons  maintenant  cette  équation  à  un  gaz  parfait,  la 

Tome  VII  (2*  série). —  Juillet  1862.  ^9 
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chaleur  spécifique  à  volume  constant  doit  être  considérée  en  ce  cas 
comme  la  vraie  chaleur  spécifique  qui  indique  l'augmentation  de  la 
quantité  de  chaleur  existant  réellement  dans  le  gaz;  car,  en  ce  cas,  il 
n'est  pas  consommé  de  chaleur  à  du  travail,  puisque  le  travail  exté- 
rieur ne  se  fait  que  dans  les  changements  de  volume,  et  que  surtout  il 
ne  se  fait  pas  de  travail  intérieur  dans  des  gaz  parfaits.  En  conséquence, 
cdT  doit  être  considéré  comme  identique  à  r/H.  De  plus,  pour  des  gaz 
parfaits,  on  a  l'équation 

pi>  =  RT, 

où  R  est  une  constante,  et  l'on  obtient,  par  conséquent, 
-^di>=^  —  dv  =  Rrf.logf. 

a  l  V  " 

Par  là  léquation  (6)  prend  la  forme  suivante  : 

(7)  dQ  =  dli-h  ARTdAogi'. 

Cette  équation,  abstraction  faite  de  la  différence  du  signe  positif  ou 
négatif  de  r/Q,  qui  n'a  été  nécessitée  que  par  le  changement  du  mode 
de  désignation,  s'accorde  avec  l'équation  (4),  et  la  fonction  exprimée 
dans  cette  dernière  équation  par  le  signe  général  Z  a,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, la  forme  ARlogc. 

M.  Rankine,  qui  a  écrit  plusieurs  Mémoires  intéressants  sur  la  trans- 
formation de  chaleur  en  travail  [*J,  a  fait  à  l'équation  (6),  pour  les 
autres  corps,  une  modification  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'y 
faire  pour  les  gaz  parfaits,  en  posant  l'équation  suivante,  dont  je  ne 
fais  que  changer  un  peu  les  lettres  [**], 

(8)  dQ  =  kdT-h  ATdF, 

où  k  exprime  la  vraie  chaleiu-  spécifique  du  corps,  et  où  F  est  une 
quantité  pour  la  détermination  de  laquelle  M.  Rankine  paraît  avoir  été 

[*]  Voir  Phil.  Mag.,  s.  IV,  t.  V,  p.  106;  Edinb.  Phil.  Jniirn.,  new  s.  t.  II,  p  120; 
Manual  of  the  Steam  Engine. 

[**]  Manual  of  the  Stenm   Engine,  p.  3 10, 
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conduit  de  préférence  par  la  circonstance  mentionnée  pins  hant,  qne 
l'expression  ^p^'f^',  contenue  dans  l'équation  (6),  exprime  l'accroisse- 
ment, avec  élévation  de  température,  du  travail  extérieur  opéré  dans 
un  changement  de  volume  infiniment  petit.  M.  Rankine  définit  la  quan- 
tité F  comme  le  rapport  du  changement  du  travail  extérieur  avec  la 
température  [the  rate  oj  variation  oj  e/Jectii-e  work  peijoriiicd  with 
température)^  et  comme  il  désigne  par  U  le  travail  extérieur  que  le 
corps  peut  faire  en  passant  d'un  état  donné  à  l'état  actuel,  il  pose 

(9)  F  =  -. 

Dans  la  considération  qu'il  y  a  jointe  immédiatement,  du  cas  où  le 
travail  extérieur  consiste  seulement  à  surmonter  une  pression  exté- 
rieure, il  donne  l'équation 

U  =    Cpdv, 
d'oti  suit 

(,o)  F  =  /f^<^.. 

Les  intégrales  y  contenues  doivent  ètie  prises,  dans  la  supposition 
d'une  température  constante,  depuis  un  volume  initial  donné,  jus- 
qu'au volume  actuel.  En  plaçant  cette  valeur  de  F  dans  l'équation  (8), 
M.  Rankine  donne  à  celle-ci  la  forme  suivante  : 

(,i)  dq  =  [k  +  AT £^r/.)  dT+KT'^d.. 

Il  ne  dit  pas  pourquoi  il  adopte  ici  comme  volume  initial  le  volume 
infiniment  grand,  quoique  évidemment  ce  choix  ne  soit  pas  une  chose 
indifférente. 

On  découvre  sans  difficulté  que  cette  manière  de  modifier  l'équa- 
tion (6)  est  très-différente  de  mon  développement;  aussi  les  résultats 
s'écartent-ils  l'un  de  l'autre,  puisque  la  quantité  F  n'est  pas  identique 

à  la  quantité  correspondante  -  Z,  contenue  dans  mes  équations,  mais 
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que  la  première  ne  s'accorde  avec  la  seconde  que  dans  la  partie  qu'il 
est  possible  de  déduire  de  données  déjà  connues.  En  effet,  au  moyen 
du  dernier  terme  de  l'équation  (6),  on  connaît,  pour  la  quantité  à  in- 
troduire, le  coefficient  différentiel  pris  par  rapport  à  v,  puisque,  poin- 
obtenir  exactement  ce  terme,  il  est  é^'ident  qu'on  doit  poser 

,  dT  _   i    dZ  _  dp 

'-  '  ^  '  Ih    ~A~d^  ~  dï: 

M.  Rankine,  comme  cela  ressort  de  l'équation  (lo),  a  formé  la  quan- 
tité T  en  intégrant  simplement  par  rapport  à  <'  cette  expression  qui  est 
donnée  comme  coefficient  différentiel  relatif  à  v.  Afin  de  voir  combien 

la  quantité  -  Z  s'en  distingue,  nous  allons  transformer  l'expression  de 

Z  donnée  dans  le  numéro  précédent. 
En  vertu  de  l'équation  (2),  nous  avons 

où  dL  exprime  la  somme  du  travail  intérieur  et  du  travail  extérieur 
ftiits  dans  le  changement  infiniment  petit  du  corps.  Nous  désignerons 
par  dl  le  travail  intérieur,  et  comme  I,  dans  le  cas  où  l'état  du  corps 
est  déterminé  par  sa  température  T  et  son  volume  i>,  doit  être  consi- 
déré comme  fonction  de  ces  deux  quantités,  nous  pouvons  poser 

dl  =  '^dT^Çd.. 

dj  dv 

Pour  le  travail  extérieur,  supposé  qu'il  consiste  uniquement  à  surmon- 
ter une  pression  extérieure,  nous  avons  l'expression  pdv.  Par  consé- 
quent, si  nous  décotnposons  aussi  la  différentielle  dZ  en  ses  deux  par- 
ties, nous  pouvons  écrire 

T  dZ    .  T  dZ    ,  dl     ,  (dl  \ 


d'où  il  suit 

(i3) 

T  dZ  _  dl 
A  dT~  5t' 

T  dZ  _  dl 
A   dv           dv 
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Si  nous  différentions  la  première  de  ces  équations  par  rapport  k  v  et 
la  seconde  par  rapport  à  T,  nous  obtenons 


T     f/'Z 

dn 

A  dTdv 



dTdu 

A 

dZ 

dv 

+ 

A  dldv 

= 

dn 

dldv 

+ 

dp 
dT 

En  retranchant  la  première  de  ces  équations  de  la  seconde,  on  a 

I    dZ  _  dp 
m^  ~  dj' 

Le  coefficient  différentiel  de  Z  relatif  à  v  remplit  ainsi  la  condition 
donnée  dans  l'équation  (12).  En  même  temps  le  coefficient  différentiel 
relatif  à  T  est  aussi  donné  par  la  première  des  équations  (i3),  et,  en 
réunissant  ces  deux  coefficients,  nous  obtenons  l'équation  différentielle 
complète 

(■4)  -;''z=îS''T+.^*- 

Cette  équation  doit  être  intégrée,  afin  d'obtenir  la  quantité  -  Z.  Cette 

intégrale,  on  le  voit  de  prime  abord,  se  distingue  en  général  par  une 
fonction  de  T  de  celle  qu'on  obtient  si  l'on  ne  fait  qu'intégrer  le  der- 
nier terme.  Seulement,  dans  le  cas  où  l'on  a  — -  =  o,  d'où  s'ensuit, 
pour  que  l'équation  ci-dessus  soit  intégrable,  que  l'on  doit  avoir  aussi 
-^  =  o,  dans  ce  cas,   les  deux   intégrales  doivent  être  considérées 

comme  égales;  c'est  ce  qui  arrive  pour  les  gaz  parfaits. 

Ce  que  je  crois  pouvoir  justement  indiquer  comme  essentiellement 
neuf  dans  mon  équation  (II),  c'est  que  la  quantité  Z  y  contenue  a 
gagné  par  mon  développement  une  signification  physique  précise,  de 
laquelle  il  résulte  que  la  quantité  Z  est  complètement  déterminée  par 
l'arrangement  actuel  des  particules  du  corps.  Ce  n'est  que  par  là  qu'il 
devient  possible  de  tirer  de  cette  équation  la  conclusion  importante  qui 
va  suivre. 
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7.  Nous  allons  chercher  maintenant  de  quelle  manière  on  peut  arri- 
ver de  l'équation  (II)  à  l'équation  (I)  donnée  dans  le  n°  i,  laquelle,  en 
vertu  du  principe  que  j'ai  posé  antérieurement,  doit  être  valabh'  pour 
toute  série  circulaire  de  changements  susceptible  d'être  effectuée  dans 
les  deux  sens. 

Si  les  changements  d'état  qui  se  succèdent  forment  une  série  circu- 
laire, la  disgrégation  du  corps  à  la  tin  de  l'opération  doit  être  la  même 
qu'au  commencement,  et  l'on  doit  avoir  en  conséquence 

(i5)  CdZ  =  o, 

d  où  s'ensuit  que  l'équation  (II)  se  transforme  en 

(i6)  J  -^ =  o. 

Afin  que  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation  (I),  à  savoir  : 


/t'  =  - 


l'équation  suivante  doit  être  valable  pour  toute  série  circulaire  suscep- 
tible d'être  effectuée  dans  les  deux  sens 


(in)  f'^  =  o^ 


C'est  cette  équation  qui  conduit  à  la  conséquence  mentionnée  dans 
mon  préambule,  laquelle  s'écarte  des  idées  généralement  reçues.  On 
peut  prouver  notamment  que,  pour  la  justesse  de  cette  équation,  il  est 
et  suffisant  et  nécessaire  d'accepter  le  théorème  suivant  : 

La  quantité  de  la  chaleur  existant  réellement  dans  un  corps  dépend 
seulement  de  sa  température  et  non  de  l'arrangement  de  ses  particules. 

Il  est  clair,  de  prime  abord,  que  l'adoption  de  ce  théorème  est  suj- 
fisante  pour  l'équation  { III  ;,  car  si  H  est  seulement  une  fonction  de  la 

température,  l'expression  différentielle  —  prend  la  forme  y^(T)<iT, 

où  /(T)  est  évidemment  une  fonction  réelle  qui  n'a  qu'une  seule  va- 
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leur  pour  chaque  valeur  de  T,  et  l'on  voit  facilement  que  l'intégrale 
de  cette  expression,  si  la  valeur  initiale  et  la  valeur  finale  de  T  sont 
égales,  doit  être  zéro. 

La  nécessité  de  ce  même  théorème  peut  être  prouvée  comme  suit. 

Afin  de  pouvoir  réduire  les  changements  d'état  à  des  changements 
de  certaines  quantités,  nous  supposons  que  la  manière  dont  le  corps 
change  d'état  n'est  pas  absolument  arbitraire,  mais  qu'elle  est  soumise 
à  des  conditions  telles,  que  l'état  du  corps  est  déterminé  par  la  tempé- 
rature et  par  une  seconde  quantité  quelconque  indépendante  de  la 
température.  Cette  seconde  quantité  doit  manifestement  être  connexe 
à  l'arrangement  des  particules;  on  peut,  par  exemple,  se  figurer  la 
disgrégation  du  corps  comme  une  telle  quantité;  mais  ce  peut  être 
aussi  une  autre  quantité  quelconque  dépendante  de  l'arrangement  des 
particules.  Un  cas  qui  se  rencontre  fréquemment  et  qui  a  été  souvent 
traité  est  celui  où  le  volume  du  corps  est  cette  seconde  quantité,  qu'on 
peut  changer  indépendanunent  de  la  température  et  qui,  jointe  à  la 
température,  détermine  l'état  du  corps.  Nous  exprimerons  d'une  ma- 
nière générale  par  X  la  seconde  quantité,  de  telle  façon  que  T  et  X 
sont  les  deux  quantités  desquelles  dépend  l'état  du  corps. 

Puisque  la  quantité  de  chaleur  H,  contenue  dans  le  corps,  est  tuie 
quantité  complètement  déterminée,  dans  tous  les  cas,  par  l'état  actuel 
du  corps,  elle  doit,  dans  le  cas  où  l'état  du  corps  est  déterminé  par  les 
quantités  T  et  X,  être  ime  fonction  de  ces  deux  quantités.  Eu  consé- 
quence, nous  pouvons  donner  à  la  différentielle  d\\  la  forme  sui- 
vante : 

(17)  f?H=:  Mf/T  +  N^X, 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  de  T  et  X,  qui  doivent  satisfaire  à  l'équa- 
tion de  condition  connue,  à  laquelle  sont  soumis  les  coefficients  diffé- 
rentiels d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  à  savoir  : 

Si,  en  outre,  l'intégrale   |  —  doit  toujours  être  zéro,  chaque  fois  que 
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les  quantités  T  et  X  atteignent  de  nouveau  les  mêmes  valeurs  qu'au 

conuuencenient,  -—  doit  être  pareillement  la  différentielle  complète 

d'une  fonction  de  T  et  X.  Par  conséquent,  comme  nous  pouvons,  à 
cause  de  l'équation  (17),  écrire 

(19)  -^  =  -dT+-dX, 

nous  obtenons  pour  les  coefficients  différentiels,  qui  se  trouvent  dans 
cette  formule,  l'équation  de  condition  ci-après,  laquelle  correspond 
complètement  à  l'équation  (i8)  : 


d    /N 
T 


En  effectuant  les  différentiations,  on  transforme  cette  équation  en 

1    dM  _  1    dîi         N 

(21)  î  dX.  ~  T  df  ~  T'' 

et  si  l'on  y  applique  l'équation  (18),  on  a 

(22)  N  =  o. 

La  quantité  N  est,  d'après  l'équation  (17),  le  coefficient  différentiel 
de  H  par  rapport  à  X,  et  si  ce  coefficient  différentiel  est  toujours  égal  à 
zéro,  H  elle-même  doit  être  indépendante  de  X,  et  comme  l'expression 
X  peut  signifier  toute  quantité  quelconque  indépendante  deT,  laquelle 
concourt  avec  T  à  déterminer  l'état  du  corps,  il  s'ensuit  que  H  ne  peut 
être  qu'une  fonction  de  T. 

8.  D'après  les  idées  généralement  reçues  jusqu'à  ce  jour,  ce  dernier 
théorème  paraît  être  en  contradiction  avec  des  faits  connus. 

Je  choisirai  d'abord,  connue  exemple  explicatif,  un  cas  très-connu, 
et  dans  lequel  mon  théorème  s'écarte  singulièrement  des  opinions 
acceptées,  à  savoir  l'eau  dans  ses  différents  états.  Nous  pouvons  avoir, 
à  la  même  température,  l'eau  à  l'état  liquide  et  à  l'état  solide,  et  le 
théorème  ci-dessus  exprime  que  la  chaleur  contenue  dans  l'eau  est 
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égale  dans  les  deux  cas;  ce  que  l'expérience  semble  contredire.  La  cha- 
leur spécifique  de  la  glace  n'est  que  la  moitié  environ  de  celle  de  l'eau 
liquide,  et  ce  fait  semble  donner  lieu  à  la  conclusion  suivante  :  Si,  à 
nne  température  quelconque,  une  unité  de  poids  de  glace  et  une  unité 
de  poids  d'eau  liquide  contenaient  réellement  luie  quantité  égale  de 
chaleur,  et  si  l'on  voulait  alors  les  chauffer  ou  les  refroidir  l'une  et 
l'autre,  de  manière  à  maintenir  entre  elles  l'égalité  de  température, 
l'eau  devrait  pour  cela  recevoir  ou  perdre  plus  de  chaleur  que  la 
glace,  et  l'égalité  de  la  quantité  de  chaleur  pourrait  ainsi  ne  pas  sub- 
sister à  d'autres  températures.  Une  différence,  analogue  à  celle  qu'on 
observe  entre  l'eau  liquide  et  la  glace,  a  lieu  aussi  entre  l'eau  liquide 
et  la  vapeur  d'eau,  puisque  la  chaleur  spécifique  de  la  vapeur  est 
beaucoup  moindre  que  celle  de  l'eau. 

Afin  d'expliquer  cette  différence,  je  dois  rappeler  ici  qu'une  partie 
seulement  de  la  quanlilé  de  chaleiu-  qu'un  corps  reçoit  lorsqu'il 
est  chauffé,  sert  à  l'augmentation  de  la  chaleur  existant  réellement 
dans  ce  corps,  pendant  que  l'autre  partie  est  consommée  à  du  travail. 
Je  crois  donc  que  la  différence  de  la  chaleur  spécifique  dans  les  trois 
états  d'agrégation  de  l'eau  repose  sur  ce  fait  que  la  partie  consommée 
à  du  travail  est  très-différente  et,  pour  préciser,  considérablement  plus 
grande  dans  l'état  liquide  que  dans  les  deux  autres  états  ['j.  Nous 
devons  donc  distinguer  ici  la  chaleiu'  spécifique  observée  de  la  chaleur 


[*]  J'ai  déjà  exprimé  cette  o|)inion  dans  mon  premier  Mémoire  sur  la  théorie  méca- 
nique de  la  chaleur;  car  dans  une  remarque  [Ann.  de  Pngg.,  t.  LXXIX,  p.  Syôj  qui  a 
trait  à  la  diminution  de  la  cohésion  de  l'eau  quand  la  température  s'élève,  j'ai  dit  :  <i  II 
s'ensuit  en  même  temps  qu'une  partie  seulement  de  la  quantité  de  chaleur  que  l'eau  re- 
çoit de  l'extérieur  lorsqu'elle  est  chauffée  doit  être  considérée  comme  chaleur  libre, 
pendant  que  l'autre  partie  est  consommée  à  la  diminution  de  la  cohésion.  Il  y  a  égale- 
ment accord  entre  cette  opinion  et  la  circonstance  que  l'eau  a  une  chaleur  spécifitjue 
beaucoup  plus  grande  que  la  glace,  et  vraisemblablement  aussi  que  la  vapeur.  »  A  cette 
époque,  les  recherches  de  ]\I.  Regnaidt  sur  la  chaleur  spécifique  des  gaz  et  vapeurs  n'é- 
taient pas  encore  publiées,  et  dans  les  Traités  on  lisaitencore,  pour  la  chaleur  spécifique 
de  la  vapeur  d'eau,  le  nombre  0,847,  trouvé  par  de  la  Roche  et  fiérard  ;  mais  j'avais 
déjà  dès  lors  conclu  des  raisons  théoriques  exposées  ici  que  ce  nombre  devait  être  beau- 
coup trop  grand,  et  c'est  à  cette  conjecture  que  se  rapportent  les  derniers  mots  de  la 
remarque  :  «  et  vraisemblablement  aussi  que  la  vapeur.  » 

Tome  VII  (  2'  série). —  Jcillet  1862.  JO 
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spécifique  vraie  par  laquelle  on  doit  multiplier  le  changement  de  tem- 
pérature dT,  afin  d'obtenir  l'augmentation  correspondante  de  la  cha- 
leur réellement  existante,  et  je  crois  devoir  admettre,  en  vertu  du  théo- 
rème ci-dessus,  que  la  vraie  chaleur  spécifique  de  l'eau  est  égale  dans 
les  trois  états  d'agrégation  ;  et  ce  qui,  sous  ce  rapport,  est  vrai  pour 
leau,  doit  naturellement  être  vrai  aussi  pour  d'autres  matières.  Afin  de 
déterminer  expérimentalement  la  vraie  chaleur  spécifique  d'une  ma- 
tière, on  devrait  l'employer  comme  vapeur  fortement  surchauffée,  de  • 
manière  qu'elle  soit  dans  un  état  de  dilatation  tel,  que  la  vapeur  peut 
être  considérée  déjà,  sans  s'écarter  sensiblement  de  la  réalité,  comme 
gaz  parfait,  et  déterminer  alors  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant. 

M.  Rankine  n'est  pas  de  mon  avis  en  ce  qui  concerne  la  chaleur  spé- 
cifique dans  des  états  d'agrégation  différents.  Il  dit,  p.  3o7  de  son 
Ma/mal  oj  the  Steain  Engine  :  «  La  vraie  chaleur  spécifique  de  toute 
substance  est  constante  à  toutes  les  densités,  aussi  longtemps  que  cette 
substance  conserve  le  même  état,  solide,  liquide  ouaériformc;  mais, 
lorsque  la  substance  passe  de  l'un  de  ces  trois  états  à  un  autre,  ce  pas- 
sage est  acconi])agné  d'un  changement,  quelquefois  considérable,  de  la 
vraie  chaleur  spécifique.  »  A  la  même  page,  il  dit  spécialement  de  l'eau 
que  la  vraie  chaleur  spécifique  de  l'eau  liquide  est  vraisemblablement 
presque  égale  [equal  sensiblj)  à  la  chaleur  spécifique  apparente, 
pendant  que,  d'après  l'opinion  que  j'ai  exprimée  plus  haut,  elle  est 
au-dessous  de  la  moitié  de  la  chaleur  apparente. 

Si  I\L  Rankine  accorde  que,  dans  des  états  d'agrégation  différents, 
la  vraie  chaleur  spécifique  peut  être  différente,  je  ne  vois  pas  d'où  on 
devrait  conclure  qu'elle  est  constante  dans  le  même  état  d'agrégation. 
Il  y  a  aussi,  dans  un  seul  et  même  état  d'agrégation,  par  exemple  dans 
le  solide,  des  changements  dans  l'arrangement  des  molécules;  ces 
changements  sont,  à  la  vérité,  moins  considérables,  mais  essentielle- 
ment de  la  même  nature  que  les  changements  qui  accompagnent  le 
passage  d'un  état  d'agrégation  à  l'autre;  et,  en  conséquence,  il  me 
semble  arbitraire  de  contester  pour  les  petits  changements  ce  que  l'on 
accorde  pour  les  grands.  Je  ne  puis  acquiescer  en  ce  point  à  la  façon 
dont  l'ingénieux  mathématicien  anglais  traite  le  sujet;  loin  de  là  : 
puisque  je  m'en  tiens  simplement  à  la  loi  que  j'ai  posée  sur  la  force 
agissante  de  la  chaleur,  il  n'y  a,  me  semble-t-il,  de  possible  que  l'un 
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des  deux  cas  suivants  :  ou  cette  loi  est  juste,  et  alors  la  vraie  chaleur 
spécifique  est  égale  aussi  bien  dans  des  états  d'agrégation  différents  que 
dans  le  même  état  d'agrégation  ;  ou  la  loi  est  fausse,  alors  nous  ne  sa- 
vons absolument  rien  de  précis  sur  la  vraie  chaleur  spécifique,  et  elle 
peut  être  différente  aussi  bien  dans  le  même  état  d'agrégation  que  dans 
des  états  d'agrégation  différents. 

9.  Je  crois  même  devoir  donner  à  cette  loi,  en  la  supposant  juste, 
inie  application  encore  plus  étendue,  notamment  aux  compositions  et 
décompositions  chimiques. 

La  séparation  des  matières  unies  chimiquement  donne  aussi  une 
augmentation  de  la  disgrégation,  et  la  réunion  chimique  des  matières 
séparées,  une  diminution  de  la  disgrégation;  et  ion  peut  dès  lors 
traiter  ces  procédés  de  la  même  manière  que  la  vaporisation  et  la 
condensation  des  vapeurs.  Il  résulte  de  plusieurs  phénomènes  connus 
que,  dans  ce  cas  aussi,  la  chaleur  agit  de  manière  à  augmenter  la  dis- 
grégation, puisque  beaucoup  de  combinaisons  peuvent  être  décom|)0- 
sées  par  la  chaleur  en  leurs  parties  constitutives,  comme,  par  exemple, 
l'oxyde  de  mercure,  et  l'eau  elle-même  à  une  température  très-élevée. 
On  pourrait  peut-être  objecter  à  cela  que,  dans  d'autres  cas,  l'élévation 
de  température  agit  de  manière  à  favoriser  la  combinaison  de  deux 
matières  comme,  par  exemple,  l'hydrogène  et  l'oxygène,  qui  ne  se  com- 
binent p;is  à  une  température  basse,  mais  bien  à  une  température 
élevée.  Toutefois  je  crois  qu'ici  la  chaleur  n'exerce  qu'une  action  se- 
condaire, en  portant  les  atomes  dans  de  telles  situations,  les  uns  à 
l'égard  des  autres,  que  leurs  forces  propres,  en  vertu  desquelles  ils 
cherchent  à  s'unir,  peuvent  entrer  en  activité.  La  chaleur  elle-même, 
d'après  mon  opinion,  ne  peut  jamais  agir  pour  unir,  mais  seulement 
et  toujours  pour  séparer. 

Une  autre  circonstance  qui,  dans  ce  cas,  rend  plus  difficile  l'étude 
du  sujet,  c'est  que,  dans  les  conclusions  ci-dessus,  on  siqjposait  tou- 
jours que  les  changements  respectifs  peuvent  avoir  lieu  d'une  manière 
continue  et  en  mode  d'aller  et  de  retour,  ce  qui,  dans  les  procédés 
chimiques,  selon  la  manière  dont  nous  les  produisons,  n'a  pas  lieu 
habituellement.  Cependant  il  y  a  des  cas  où  cette  condition  est  rem- 
plie, parliculièrement  dansles  changements  chimiques  qui  s'effectuent 

3o.. 
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sous  rinfluence  de  forces  électriques.  Nous  pouvons  au  moyen  du 
courant  galvanique  produire,  d'une  manière  simple,  des  compositions 
et  des  décompositions,  où  l'appareil  dans  lequel  s'effectue  le  procédé 
chimique  forme  lui-même  un  élément  galvanique  dont  la  force  élec- 
troniotrice  ou  contribue  à  augmenter  le  courant,  ou  doit  être  surmon- 
tée par  d'autres  forces  électromotrices,  de  façon  que  dans  un  cas  il  y  a 
gain  et  dans  l'autre  perte  de  travail. 

Je  pense  que  nous  pourrions  de  même,  dans  tous  les  cas,  en  gagnant 
ou  perdant  du  travail,  diriger  à  volonté  l'union  et  la  séparation  des 
matières,  si  nous  possédions  les  moyens  d'agir  aussi  à  notre  volonté 
sur  chacun  des  atomes  et  île  les  porter  dans  toutes  les  positions  voulues. 
Je  pense  de  même  que  la  chaleur,  abstraction  faite  de  ses  effets  secon- 
daires, opère,  dans  tous  les  procédés  chimiques,  d'une  manière  déter- 
minée, en  ce  sens  qu'elle  rend  plus  difficile  l'union  des  atomes  et 
qu'elle  en  facilite  la  séparation;  et,  de  plus,  je  crois  que  la  puissance 
de  cette  action  est  également  soumise  à  la  loi  générale  que  j'ai  donnée 
plus  haut. 

Si  cela  est  exact,  le  théorème  déduit  de  cette  loi  doit  recevoir  ici  son 
application,  et  inie  matière  composée  chimiquement  doit  contenir  au- 
tant de  chaleur  que  ses  parties  constitutives  à  l'état  séparé  en  contien- 
draient à  la  même  température.  D'où  suit  que  la  vraie  chaleur  spéci- 
fique de  toute  combinaison  doit  pouvoir  être  calculée  d'une  manière 
facile  d'après  les  vraies  chaleurs  spécifiques  des  matières  simples.  Si  l'on 
considère,  en  outre,  le  rapport  entre  les  chaleurs  spécifiques  des  ma- 
tières simples  et  les  poids  atomiques  de  celles-ci,  rapport  que  je  crois 
non-seulement  approximatif,  mais  encore  complètement  exact,  pour 
les  vraies  chaleurs  spécifiques,  on  voit  quelles  simplifications  considé- 
rables la  loi  posée,  si  elle  est  juste,  peut  apporter  dans  la  théorie  de  la 
chaleur. 

10.  Après  ces  développements,  je  puis  présenter  le  théorème  de 
l'équivalence  des  transformations  dans  la  forme  plus  générale  dont  j'ai 
parlé  en  commençant. 

Dans  le  n°  1,  j'ai  fait  mention  de  deux  sortes  de  transformations  : 
premièrement  la  transformation  de  travail  en  chaleur  et  réciproque- 
ment; secondement  la  transmission  de  chaleur  entre  des  corps  de  tem- 
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pératures  différentes.  A  ces  deux  sortes  de  transformations,  nous 
ajouterons  maintenant,  comme  troisième,  le  changement  de  la  disgré- 
gation  d'un  corps,  et  cela  dans  ce  sens  que  nous  considérons  l'augmen- 
tation de  la  disgrégation  comme  transformation  positive,  et  la  diminu- 
tion comme  transformation  négative. 

Nous  allons  d'abord  mettre  en  rapport  l'une  avec  l'autre  la  première 
transformation  et  la  dernière,  ce  qui  ramènera  les  mêmes  circonstances 
dont  il  a  été  déjà  question  dans  le  n°  5.  Si  un  corps  change  sa  disgré- 
gation en  mode  daller  et  de  retour,  ce  changement  est  accompagné 
d'une  transformation  entre  chaleur  et  travail,  et  nous  pouvons  déter- 
miner les  valeurs  d'éejuivalcnce  des  deux  sortes  de  transformations  en 
comparant  l'une  avec  l'autre  les  transformations  qui  s'effectuent  simul- 
tanément. 

Si  nous  supposons,  premièrement,  qu'il  j  a  loi  changement  d'arran- 
gement  déterminé  à  des  températures  dijjérentes,  la  quantité  de  chaleur 
qui  y  est  transformée  en  travail,  ou  bien  produite  par  du  travail,  est 
différente,  et,  en  vertu  de  notre  loi,  elle  est  proportionnelle  à  la  tempé- 
rature absolue.  Si  nous  considérons  maintenant  comme  équivalentes 
les  transformations  qui  correspondent  à  lui  seul  et  même  changement 
d'arrangement,  il  s'ensuit  que,  pour  la  détermination  des  valeurs 
d'équivalence  de  ces  transformations,  nous  devons  diviser  les  quantités 
de  chaleur  respectives  par  les  températures  absolues  qui  y  sont  rela- 
tives. La  production  de  la  quantité  de  chaleur  Q  par  du  travail  doit 
donc,  si  elle  a  lieu  à  la  température  T,  avoir  la  valeur  d'équivalence 

Q 

-  constante, 

et  si  nous  donnons  à  la  constante,  qui  peut  être  choisie  arbitrairement, 
la  valeur  égale  à  1 ,  nous  obtenons  l'expression  mentionnée  dans  le 
n°  1 . 

Si  nous  supposons,  en  second  lieu,  quil  s  opère,  à  une  température 
déterminée,  des  changements  d' arrangement  dijjerents,  accompagnés 
d'une  augmentation  de  disgrégation,  et  si,  de  plus,  nous  posons  comme 
règle  que  de  telles  augmentations  de  disgrégation,  où  des  quantités 
égales  de  chaleur  sont  Iransforuiées  en  travail,  doivent  être  considérées 
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comme  équivalentes  les  unes  aux  autres,  et  que  leur  valeur  d'équiva- 
lence, comparée  avec  celle  de  la  transformation  simultanée  de  clialeur 
en  travail,  doit  avoir  la  même  grandeur  absolue,  mais  le  signe  opposé, 
nous  avons  par  là  une  base  pour  la  détermination  des  valeurs  d'équi- 
valence des  changements  de  disgrégation. 

En  combinant  ces  deux  règles,  nous  pouvons  aussi  déterminer  la 
valeur  d'équivalence  d'un  changement  de  disgrégation  qui  a  lieu  à  des 
températures  différentes,  et  nous  obtenons  par  là  l'expression  donnée 
au  n"  o.  En  effet,  si  nous  désignons  par  dL  un  élément  du  travail  pro- 
duit dans  le  changement  de  disgrégation,  élément  qui  consomme  la 
quantité  de  chaleur  A^i^L,  et  par  la  différence  Z  —  Zq  la  valeur  d'équi- 
valence du  changement  de  disgrégation,  on  aura 


-=*/ 


dL 

'Y' 


Enfin,  quant  au  procédé  cité  plus  haut  comme  deuxième  sorte  de 
transformation,  à  savoir  la  transmission  de  chaleur  entre  des  corps  de 
températures  différentes,  ce  procédé,  lorsqu'il  a  lieu  dans  des  change- 
ments d'état  susceptibles  d'aller  et  de  retour,  peut  résulter  seulement 
de  ce  qu'à  l'une  des  températures,  de  la  chaleur  est  transformée  en 
travail,  et,  à  l'autre,  du  travail  en  chaleur;  en  conséquence,  cette  sorte 
de  transformation  est  déjà  comprise  sous  la  première.  On  peut  surtout 
dans  le  développement  des  formules  mathématiques,  comme  je  l'ai  déjà 
dit  dans  mon  précédent  Mémoire,  considérer  toujours  une  transforma- 
tion de  la  seconde  sorte  comme  une  combinaison  de  deux  transfor- 
mations de  la  première. 

Nous  allons  revenir  maintenant  à  l'équation  (II),  à  savoir  : 


f'I^^^fdZ^o. 


Ici  du  est  l'augmentation,  pendant  un  changement  d'état  infiniment 
petit,  de  la  quantité  de  chaleur  contenue  dans  le  corps,  et  dQ  est  la 
chaleur  donnée  à  l'extérieur.  La  somme  ^Q  -4-  ^H  est  donc  la  quantité 
de  chaleur  qui,  si  elle  est  positive,  doit  avoir  été  produite  par  du  tra- 
vail, et,  si  elle  est  négative,  avoir  été  transformée  en  travail.  En  consé- 
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quence,  la  première  intégrale  dans  l'équation  ci-dessus  est  la  valeur 
d'équivalence  de  la  somme  des  transformations  de  la  première  sorte, 
et  la  seconde  intégrale  exprime  les  transformations  de  la  troisième 
sorte;  et  la  somme  de  toutes  ces  transformations  doit  être,  comme  le 
dit  l'équation,  égale  à  zéro. 

D'après  cela,  le  théorème,  en  tant  qu'il  concerne  les  changements 
d'état  en  mode  d'aller  et  de  retour,  peut  être  exprimé  de  la  manière 
suivante  : 

Si  nous  supposons  la  valeur  d'équivalence  ^  pour  la  production  de  la 

quantité'  de  chaleur  Q  par  du  travail,  ejfectuée  à  la  température  abso- 
lue T,  on  peut  introduire,  comme  deuxième  transformation  correspon- 
dante, une  quantité  en  rapport  avec  le  changement  d'arrangement  du 
corps,  laquelle  est  déterminée  complètement  par  l'état  initial  et  final  du 
corps  et  remplit  la  condition  que,  dans  tout  changement  d'état  suscep- 
tible d'être  effectué  dans  les  deux  sens,  la  somme  algébrique  des 
transformations  est  égale  à  zéro. 

11.  Nous  devons  rechercher  maintenant  de  quelle  manière  se  mo- 
difie le  théorème  ci-dessus,  si  nous  mettons  de  côté  la  condition  que 
tous  les  changements  d'état  du  corps  ont  lieu  en  mode  d'aller  et  de 
retour. 

De  ce  que  nous  avons  dit,  dans  le  n°  i,  sur  les  changements  d'état 
qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'être  opérés  dans  les  deux  sens,  nous  pou- 
vons conclure  facilement  que  les  trois  sortes  de  transformations  se  com- 
portent de  la  manière  suivante,  commune  à  toutes  les  trois.  Une  trans- 
formation négative  ne  peut  jamais  s'effectuer  sans  une  transformation 
positive  simultanée,  dont  la  valeur  d'équivalence  est,  pour  le  moins, 
aussi  grande;  au  contraire,  les  transformations  positives  ne  sont  pas 
nécessairement  liées  à  des  négatives  de  même  grandeur,  mais  elles  peu- 
vent être  accompagnées  de  transformations  négatives  plus  petites,  ou 
avoir  lieu  en  l'absence  complète  de  ces  dernières. 

Afin  que  de  la  chaleur  soit  transformée  en  travail,  ce  qui  est  une 
transformation  négative,  il  doit  s'opérer  un  changement  de  disgréga- 
tion  positif,  qui  ne  peut  être  au-dessous  de  la  grandeur  déterminée,  que 
nous  considérons  comme  d'égale  valeur.  Mais,  dans  la  transformation 
positive  de  travail  en  chaleur,  la  chose  se  comporte  autrement.  Si  la 
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force  de  la  chaleur  est  surmontée  par  des  contre-forces,  et  qu'il  en  ré- 
sulte un  changement  de  disgrégalion  négatif,  nous  savons  que  les  forces 
surmontantes  y  peuvent  être  plus  grandes  qu'il  n'est  nécessaire  pour 
atteindre  ce  résultat.  Cette  différence  de  forces  peut  imprimer  aux  par- 
ticules respectives  de  la  masse  des  mouvements  de  vitesses  considé- 
rables, et  ces  mouvements  peuvent  ensuite  se  convertir  en  des  mou- 
vements moléculaires  que  nous  nommons  chaleur,  de  telle  façon  qu'en 
somme  il  est  transformé  plus  de  travail  en  chaleur  qu'il  ne  faut  pour 
correspondre  au  changement  de  disgrégation  négatif.  Dans  quelques 
procédés,  spécialement  dans  le  frottement,  la  transformation  de  travail 
en  chaleur  peut  aussi  avoir  lien  en  l'absence  complète  de  transforma- 
tions négatives  simultanées. 

Ce  qui  précède  a  déjà  exprimé  aussi  comment  se  comporte,  sous  ce 
rapport,  la  troisième  sorte  de  transformation,  c'est-à-dire  le  changement 
de  disgrégation.  Le  changement  de  disgrégation  positif  peut  bien  être 
plus  grand,  mais  non  plus  petit  que  la  transformation  de  chaleur  en 
travail  qui  l'accompagne,  et  le  changement  de  disgrégation  négatif 
peut  bien  être  plus  petit,  mais  non  plus  grand  que  la  transformation 
de  travail  en  chaleur. 

Enfin,  en  ce  qui  touche  la  seconde  sorte  de  transformation,  c'est-à- 
dire  la  transmission  de  chaleur  entre  des  corps  de  températures  diffé- 
rentes, j'ai  cru  pouvoir  poser  comme  un  principe  fondamental,  qui, 
d'après  tout  ce  que  nous  savons  de  la  chaleur,  doit  être  considéré 
comme  évident,  que  le  passage  d'une  température  plus  basse  à  une 
température  plus  élevée,  valant  comme  transformation  négative,  ne 
peut  avoir  lieu  de  lui-même,  c'est-à-dire  sans  une  transformation  posi- 
tive simultanée.  Au  contraire,  le  passage  inverse  de  chaleur  d'une  tem- 
pérature plus  haute  à  une  température  plus  basse  peut  très-bien  avoir 
lieu  sans  une  transformation  négative  simultanée. 

Nous  allons  maintenant,  eu  égard  à  ces  circonstances,  examiner 
encore  une  lois  comment  nous  sommes  arrivés  dans  le  n"  5  à  l'équation 
(II).  Dans  l'équation  (a),  contenue  dans  ce  même  numéro,  on  a  ex- 
primé le  rapport  entre  un  changement  de  disgrégation  infiniment  petit 
et  le  travail  y  effectué  par  la  chaleur,  sous  la  condition  que  le  change- 
ment a  lieu  en  mode  d'aller  et  de  retour.  S'il  n'est  pas  nécessaire  que 
cette  dernière  condition  soit  remplie,  le  changement  de  disgrégation, 
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dans  le  cas  où  il  est  positif,  peut  èlre  plus  grand  que  la  valeur  cal- 
culée tl'après  le  travail,  et,  dans  le  cas  où  il  est  négatif,  il  peut,  abso- 
lument parlant,  être  plus  petit,  ce  qui  algébriquement  doit  être  aussi 
exprimé  comme  plus  grand.  Donc,  au  lieu  de  l'équation  {■2],  nous 
devons  écrire 

ce  qui  doit  être  appliqué  à  l'équation  (1);  d'où,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (5),  nous  obtenons 

(5„)  -^ \-dZlo. 

Reste  encore  la  question  de  savoir  quelle  modification  sidîiront  ces 
formules,  si,  dans  le  corps  dont  il  s'agit,  des  transmissions  directes  de 
chaleur  ont  lieu  entre  des  parties  de  températures  différentes. 

Dans  le  cas  où  le  corps  n'a  pas  partout  une  température  égale,  on  ne 
doit  pas  rapporter  l'expression  différentielle  contenue  dans  (5„)  au 
corps  entier,  mais  seulement  à  une  partie  dont  la  température  peut 
être  considérée  comme  égale,  et,  si  la  température  change  d'une  ma- 
nière continue  dans  le  corps,  on  doit  même  admettre  le  nombre  des 
parties  comme  infiniment  grand.  Dans  l'intégration,  on  peut  réunir  les 
expressions  qui  se  rapportent  aux  parties  séparées  dans  une  expression 
qui  se  rapportera  au  corps  entier,  en  étendant  l'intégrale,  non  pas  seu- 
lement aux  changements  d'une  des  parties,  mais  encore  aux  change- 
ments de  toutes.  C'est  dans  la  formation  de  cette  intégrale  qu'il  faut 
avoir  égard  à  la  transmission  de  chaleur  entre  les  parties. 

Il  est  à  remarquer  ici  que  r/Q  est  un  élément  de  la  chaleur  que  le 
corps  variable  dont  il  s'agit  donne  à  un  corps  étranger,  ou  qu'il  reçoit 
de  ce  même  corps,  qui  ne  nous  sert  que  de  réservoir  de  chaleur,  et 
qu'en  conséquence  cet  élément  n'entre  point  en  considération  dans  le 
cas  actuel  où  il  est  question  de  la  chaleur  qui  se  transmet  entre  les  par- 
ties du  corps  variable.  Cette  transmission  de  chaleur  s'exprime  mathé- 
matiquement par  cela  que  la  quantité  de  chaleur  H  diminue  dans  une 
partie  et  s'accroît  d'autant  dans  Taulre;  et  dès  lors,  dans  l'expression 
différentielle  (SJ,  nous  n'avons  à  porter  notre  attention  que  sur  le  terme 

o 

Tome  VU  (2"^  série).  —  Juillet  1862.  '^^ 
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— ^-  Si  nous  nous  figurons  maintenant  que  la  quantité  de  chaleur  infi- 
niment petite  ^H  abandonne  une  partie  du  corps  de  la  tempéra- 
ture T,  et  passe  dans  une  autre  partie  de  la  température  Tj ,  il  eu  ré- 
sulte ces  deux  termes  infiniment  petits  contenus  dans  l'intégrale  : 

et,  comme  on  doit  avoir  T,  >  Tj,  il  s'ensuit  que  le  terme  positif  est 
toujours  plus  grand  que  le  terme  négatif,  et  qu'en  conséquence  la 
somme  algébrique  des  deux  termes  est  positive.  On  peut  dire  la  même 
chose  de  tous  les  autres  éléments  de  chaleur  transmis  d'une  partie  à 
une  autre,  et,  en  conséquence,  le  changement  qu'éprouve,  par  ces 
transmissions  de  chaleur,  l'intégrale  de  toute  l'expression  différentielle 
contenue  dans  (5a),  consistera  seulement  eu  ceci  qu'une  quantité  posi- 
tive s'ajoute  encore  à  la  valeur  qu'on  obtiendrait  sans  ces  transmis- 
sions. Comme,  d'après  {5a),  cette  première  valeur,  qu'on  obtiendrait 
sans  égard  aux  transmissions  directes  de  chaleur,  ne  peut  déjà  être  plus 
petite  que  zéro,  elle  le  sera  d'autant  moins,  si  elle  est  augmentée  d'une 
quantité  positive. 

Nous  pouvons  donc,  eu  égard  à  toutes  les  circonstances  qui  se  ren- 
contrent dans  les  changements  non  susceptibles  d'être  effectués  dans 
les  deux  sens,  écrire  généralement,  au  Heu  de  l'équation  (II)  : 


(IIJ  f^S^^f.zlo. 


Le  théorème  qui,  dans  le  n"  1,  n'a  été  donné  que  pour  des  séries  cir- 
culaires de  changements,  et  exprimé  au  moyen  de  la  relation  (I^),  a 
donc  maintenant  une  forme  plus  générale,  et  peut  être  rendu  de  la 
manière  suivante  : 

La  somme  algébrique  de  toutes  les  transformations  qui  ont  lieu  dans 
un  changement  d'état  quelconque,  ne  peut  être  que  positive,  ou  zéro 
comme  limite. 

Dans  mon  précédent  Mémoire,  en  parlant  de  deux  transformations 
opposées,  selon  le  signe,  qui  s'entre-détruisent  l'une  l'autre  dans  la 
somme  algébrique,  j'ai  employé  l'expression   qu'elles  se  compensent. 
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En  conséquence,  si  l'on  nomme  transformation  non  compensée  la  partie 
qui  n'est  pas  détruite  par  la  compensation,  on  peut  formuler  le  théorème 
précédent  plus  brièvement  encore  : 

Des  transjormations  non  compensées  ne  peuvent  être  que  positives. 


12.   En  terminant,  nous  allons  considérer  de  plus  près  encore  l'in- 
tégrale 


f- 


qui  s'est  déjà  présentée  plusieurs  fois.  Nous  nommerons  cette  intégrale, 
prise  depuis  un  état  initial  donné  jusqu'à  l'état  actuel  du  corps,  valeur 
de  transformation  de  la  chaleur  du  corps  comptée  à  partir  de  l'état  ini- 
tial donné.  Si  notamment  du  travail  est  transformé  en  chaleur  ou  de  la 
chaleur  en  travail,  de  quelque  manière  que  ce  soitj  et  si  par  ce  procédé 
la  quantité  de  chaleur  existant  dans  le  corps  est  changée,  l'accroisse- 
ment ou  la  diminution  de  cette  intégrale  représente  la  valeiu-  d'équi- 
valence des  transformations  qui  ont  eu  lieu.  Si,  en  outre,  des  trans- 
missions de  chaleur  s'effectuent  dans  un  corps  ou  dans  un  système  de 
corps  entre  des  parties  de  températures  différentes,  la  valeur  d'équiva- 
lence de  ces  transmissions  de  chaleur  est  de  même  ex|:)rimée  par  l'ac- 
croissement ou  la  diminution  de  cette  intégrale,  si  on  l'étend  à  tout  le 
système  de  corps  dont  il  s'agit. 

Afin  de  pouvoir  effectuer  réellement  l'intégration  indiquée,  nous  de- 
vons connaître  le  rappoi  t  entre  la  quantité  de  chaleur  H  et  la  tempé- 
rature T.  Soit  m  la  masse  du  corps  et  c  sa  vraie  chaleur  spécifique;  on 
devra,  s'il  change  partout  sa  température  de  ^T,  poser  : 

(23)  dU-mcdT. 

La  vraie  chaleur  spécifique  d'un  corps  est,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  indépendante  de  l'arrangement  de  ses  particules,  et  comme 
il  y  a  un  état,  notamment  l'état  de  gaz  parfait,  où  Ton  doit,  partie  à 
cause  des  données  expérimentales,  partie  à  cause  de  raisons  théoriques, 
considérer  comme  hors  de  doute  que  la  vraie  chaleur  spécifique  est  in- 
dépendante de  la  température,  on  peut  conclure  la  même  chose  pour 
les  autres  états  d'agrégation,  et  considérer  absolument  la  vraie  chaleur 

3i.. 
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spéciBqiie  comme  constante.  D'où  il  suit  que  la  chaleur  contenue  dans 
le  corps  est  simplement  proportionnelle  à  sa  température  absolue,  et 
qu'on  peut  poser 

(24)  H  =  7?2CT. 

Dans  le  cas  où  le  corps  n'est  pas  homogène,  où,  au  contraire,  ses 
parties  sont  de  matières  différentes,  mais  ayant  toutes  la  même  tempé- 
rature T,  on  peut  appliquer  de  même  l'équation  ci-dessus,  en  y  intro- 
duisant pour  c  la  valeur  moyenne  correspondante.  Mais,  si  la  tempéra- 
ture est  différente  dans  les  diverses  parties,  on  doit  d'abord  appliquer 
l'équation  ci-dessus  aux  parties  séparées,  et  puis  faire  la  somme.  Si  nous 
supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  température  change  d'une 
façon  contiiuie,  si  bien  que  l'on  doit  diviser  le  corps  en  un  nombre 
infini  de  parties,  on  aura  l'équation 


(25)  H=J 


cTdm. 


Si  l'on  applique  ces  expressions  à  l'intégrale  ci-dessus  qui  exprime  la 
valeur  de  transformation  delà  chaleur  du  corps,  et  si  l'on  désigne  par 
To  la  température  initiale,  on  obtient,  pour  le  cas  le  plus  simple  où  la 
température  est  partout  égale, 


(  a6)  j  —  =  me  J^^  —  =  me  log  - , 

et,  comme  expression  générale  applicable  à  tous  les  cas,  on  a 

Si  un  corps  change  sa  disgrégation,  sans  qu'il  lui  soit  donné  ou  tiré 
de  chaleur  de  l'extérieur,  la  quantité  de  chaleur  qu'il  contient  doit 
varier  par  la  consommation  ou  la  production  de  chaleiu',  qui  accom- 
pagne le  changement  de  disgrégation,  ce  qui  doit  avoir  pour  consé- 
quence un  abaissement  ou  une  élévation  de  sa  températuie  ;  et  l'on 
peut  dès  lors  poser  la  question  de  savoir  combien  grand  doit  être  le 
changement  de  disgrégation  pour  produire  mi  certain  changement  de 
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température,  supposé  que  tons  les  changements  d'état  ont  lieu  en  mode 
d'aller  et  de  retour.  On  doit  appliquer,  dans  ce  cas,  l'équation  (11)  et  y 
mettre  r/Q  =  o;  d'où  elle  se  cliange  en 

(28)  r^4-   fdZ  =  o. 


r-^-f' 


Supposé,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  corps  entier  change  unifor- 
mément sa  température,  de  sorte  que  T  a  toujours  la  même  valeui'  pour 
toutes  les  j)arties,  on  peut  alors  employer  l'équation  (26)  à  la  détermi- 
nation de  la  première  de  ces  deux  intégrales,  et  l'on  obtient  par  là, 
pour  le  changement  de  disgrégation  cherché,  l'équation  suivante 

T 

(ag)  Z  —  Zo  = /«c  log -"• 

Si  l'on  voulait  refroidir  un  corps  jusqu'au  zéro  absolu  de  la  tempé- 
rature, le  changement  de  disgrégation  correspondant  devrait  être  infl- 
nimentgrand,  ainsi  que  le  démontre  la  précédente  formule  dans  laciuelle 
on  doit  poser  pour  ce  cas  T  =  o.  Par  là  il  est  démontré,  en  vertu  d'tui 
principe  général,  qu'on  ne  peut  jamais  produire,  par  des  changements 
quelconques  d'état  d'un  corps,  un  refroidissement  tel,  qu'on  arrive 
jusqu  au  zéro  absolu. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


La  détermination  du  nombre  N  des  représentations  d'un  entier 
donné,  par  la  forme 

^=  +  8y-  +  8s^  +  64<-, 

n'offre  aucune  difficulté  quand  cet  entier  est  pair.  Il  est  d'abord  évi- 
dent que  s'il  est  impairement  pair,  on  a  N  =  o.  Et  s'il  est  pairement 
|)air,  de  sorte  qu'on  puisse  le  représenter  par  2'' m  avec  a  >  i,  l'équa- 
tion 

a"  m  =  jc-  -h  8j-  4-  8z-  -f-  64 «- 

exigera  que  jc  soit  pair;  en  remplaçant  donc  x  par  a.r  et  divisant  par 
4,  on  se  trouvera  conduit  à  l'équation 

i'^~~m  =  x"^  +  ij'^  +  2Z-  -4-  i6z^ 

que  nous  avons  discutée  dans  le  cahier  de  mai. 

Quant  au  cas  d'un  entier  impair  /w,  j'observe  que  l'on  a  N  =  o,  si 
cet  entier  m  est  de  l'une  des  trois  formes  8fj.  +  3,  Sfx  +  5,  8jul  +  7. 
Nous  ferons  donc  m=:8j7. +  1,  et  la  valeur  de  N  se  calculera  alors 
comme  il  suit. 

On  cherchera  la  somme  Ç,  (/«)  des  diviseurs  de  m^  qui  jouera  ici 
un  rôle  important,  mais  qu'il  faudra  combiner  avec  deux  autres  fonc- 
tions numériques.  L'une  de  ces  deux  fonctions  est  la  somme 
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relative  aux  entiers  positifs  /  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

m  =  (^  -I-  4  *^  > 

où  l'entier  s  (qui  sera  pair  à  cause  de  /«  =  8p.  -1-  ij  doit  être  pris 
négativement  comme  positivement  quand  il  ne  se  réduit  pas  à  zéro. 
L'autre  fonction  se  rattache  aussi  à  une  équation  que  nous  avons 
souvent  employée,  savoir  à  l'équation 

m  =:  r^  +  iu- , 

où  l'entier  r  est  supposé  positif,  tandis  cjue  I  entier  u  est  iiiditlérein- 
nient  positif,  nul  ou  négatif.  La  fonction  dont  il  s'agit  s'exprime  pai' 


■  —  I     f —  I 


ou  bien  encore,  en  employant  un  signe  de  Legeiidre  avec  la  significa- 
tion étendue  que  lui  a  donnée  Jacobi,  par 

2  (^)  '■■ 

Cela  posé,  on  a 

N=Uç.('«)-t-i:(-i)  '  d+K-')  '  ^  '  r.  ■ 

Ainsi   pour  //;=  i  ==  1^  +  4-0'  =  i'  -1-  2.0-,   on  a  N  =  2,   ce  qui   est 
exact.  Pour  m  =  9,  on  a  les  équations 

9=3--i-4-o",     9  =  3--+- 2.0-,     9  =  i'- +  2  (±:  2)^, 
et  l'on  en  conclut 

N  =  -(i3-3)^3  +  2  =10, 
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ce  qui  s'accorde  avec  les  équations 

9  =  (±  3/  +  8.0^ -i- 8.0=  +  64.0% 

9  =  (±  i)-  +  8  (±  i)-  +  8.0-  -h  64.0-, 
9  =  (±  i)^  +  8.0-  +  8(±i)=-f-  64. 0-. 

Pour  m  =  17,  les  équations  à  considérer  sont 

l'^  =  1=  -4-  4  (±  2)-,        17  =  3- +  2  (  It  2)^; 

par  suite 

N  =  i(i8  +  2)-^6  =  16, 

et  l'on  trouve  en  effet  seize  représentations  de  17,  vu  que 

i7  =  (±i)-  +  8(±iy-^  +  8(±:i)-  +64.0% 
i7=.(±:  3)-'  +  8  (±  1)^  +  8.0-  + 64. o% 
i7  =  (ih  3)-  4-8.0-  -H  8(±i)-  +  64.0-. 

Pour  m  =  i5,  on  a 

25  =  6-  -4-  4-0",     23  =  3-  +  4  (  ±  2)-,     25  =  5^  +  8.0^  ; 

donc 

N  =:-i3i  -t-  5-6)  -  5  =  10. 
Les  équations 

25  =  (  ±1  5)-  +  8.0-  -h  8.0-  -+-  64-0-, 

25  =  (±3)-  +  8(±  0'  +  8(±j)-  -^64.o=, 

contirment  ce  fait. 

Pour  /n  =  33,  m==4ii  etc.,  on  trouve  respectivement  N  =  16, 
N  =  32,  etc.  Mais  je  ne  veux  pas  pousser  plus  loin  ces  vérifications 
numériques. 
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SUR  LA  FORME 

X-  -f-  8j--  +  i6z-  -f-  64/"; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


La  délermiiiation  du  nombre  N  des  représentations  d'un  entier 
donné,  par  la  forme 

X-  +  ^j'^  +  162-  +  Ç)[\t-, 

ne  peut  nous  offrir  aucune  difficulté  quand  cet  entier  est  pair.  D'a- 
bord, s'il  est  impairemenl  pair,  on  a  évidemment  N  =  o.  Et  s'il  est 
pairement  pair,  de  sorte  qu'on  puisse  le  représenter  par  a'/H  en  pre- 
nant m  impair  et  a  >  i,  l'équation 

2"/«  =  X-  +  %j-  +  162-  -i-64i" 

exigera  que  x  soit  pair,  j:  =  2J",,  par  conséquent  se  ramènera  à 
celle-ci 

■2'''~'in  =1  x\  +  ij'  +  42^  +  16^-, 

qui  a  été  l'objet  d'une  discussion  détaillée  dans  le  cahier  de  mai. 

Quant  au  cas  d'un  entier  impair  /?;,  j'observe  que  l'on  a  N  =  o,  si 
tu  est  de  l'une  des  trois  formes  8fi-4-  3,  8p.  +  5,  8 p. -4-  7.  Nous  sup- 
poserons donc  désormais 

m  =  8/jL  +  I, 

et  voici  comment  nous  calculerons  alors  N. 

Il  faudra  d'abord  chercher  la  valeur  de  la  fonction  w,  [m),  définie, 
comme  à  l'ordinaire,  par  les  équations 

m  =  dâ,     '^,  [m)  =  2(-  i)  *"    (l\ 

Tome  vil  (je  série).—  Aoit  18C2.  32 
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puis  former,  d'une  part,  la  somme 

relative  aux  entiers  positifs  /■  qui  peuvent  figurer  dans  l'écjuation 

m  =  /■-  +  lu^ 

où  l'entier  u  est  indifféremment  positif,   nul  ou  négatif,  et,  d'auti-e 
part,  la  somme 

relative  aux  entiers  positifs  /  qui  peuvent  se  présenter  dans  léquation 
m  =  ;'--!-  ^s'- 

ou   l'entier  s,   quand  il   n'est  pas  zéro,   devra   être  pris  négativement 
comme  positivement. 
Cela  posé,  on  aura 

N  =  ~  [o.,  {m)  +  2  (-  0"^-'J  +  2  (-  -)^^^  '"• 
Ainsi  pour  m  =  i  ^  i-  -+-  2.0-  =  i-  -h  4-0',  on  a 

N  =  -  (l  +  l)  +  I  =  i. 

2     • 

ce  qui  s'accorde  avec  la  double  équation 

I  =  (  ±:  I V-  +  8.0-  +  16.0-  -I-  G4.0-. 

Pour  ?n  =  9,  on  a  les  équations 

9-— 3-  +  u.o^,     9  =  I- -4- 2  (±  2)-,     9=3-+4-o''; 

d'ailleurs 

'^'1(9)^  0  -  ^+  '  =  7- 
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Il  vient  donc  cette  fois 

N  =  ^  (  7  —  '3  +  2  )  +  3  =  (j, 

résultat  confirmé  par  les  équations 

9  =:  (  ±  3)-  4-  H.o-  +  i6.o'-^  +  64.0-, 
9  =  (±  I  )-  +  8(±  1)-  4-  16.0-  -t-64.0-, 

qui  fournissent  pour  l'entier  9  six  représentations. 
Pour  m  =  ly,  comme  w,  (17)  =  18,  et  que  l'on  a 

1 7  —  V  +  2  (  ±  2)-,     1 7  =  I  +  4  (  ±L  2)-, 
je  trouve 

N  =  -  (18  -6)+  2  =  8; 

et  cela  s'accorde  avec  les  équations 

17=  {it:t)=  +  8.0- +  i6(±if  +  64.0% 
17  =  (ih  3)-  +  8(rt  1)-  +  16.0-  -f-64.o-, 

qui  donnent  pour  17  huit  représentations. 
Pour  m  =  2.5,  il  faut  considérer  les  équations 

25=5^  +  2.0%      25  =  5- -f- 4-o%     a5  =  3- 4- 4  (±  2)-, 

d'ailleurs  w,(25)=25  —  5-(-i  =  2i:  donc 

N=  -  (21  +  5)  -  5  +  6  =i4: 

or  25  a  en  effet  quatorze  représentations  exprimées  par  les  égalités 
multiples 

25  =  (  ±:  5)^  -1-  8.0^  -I-  16.0'  4-  64.0% 

25  =  (±  3)^4- 8.0- 4-16  (±1)- 4- 64.0% 
25  =  (±1)-  +  8(±i)'^  4-i6(±i)^4-64.o^ 

32.. 
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Pour  m  =  33,  les  équations  à  considérer,  savoir 

33  =  .-^  +  2(±:4r,     33=5=  +  2(+aj% 

appartiennent  toutes  les  deux  au  type 

m  ^  r'^  +  iir  ; 

il  n'y  en  a  point  pour  le  type 

m  =  /"-  H-  4'S"- 
Comme  d'ailleurs 

'jj,  (33  !  =  33  —  1 1  —  3  -f  1  =  20, 
notre  formule  donne 

N  =  -  iio  -f-  a  -+-  lo)  =  i6; 
ce  qui  s'accorde  avec  les  égalités 

33=  {±  5)'  +  8(±  i)-^  +  i6.o^  -t-  64.0-, 
33  =  (±3)^  +  8(±i)-+  16 (±  i)'  +  64.o% 
33  =  (±1)-  +  8(±  2)^  +  16.0=  4- 64. o^ 

Pour  m=  4i,  49»  57,  notre  formule  donne  respeclivement  N  =  8, 
18.  16:  mais  je  passe  à  m  =  65,  et  là  trouvant 

«,  (65)  =  65-5-  i3  4-  I  =  48, 

ayant  d'ailleurs  à  considérer  les  équations 

65  =  r-  -4-  4(±  4)-,    65  =  7-  -f-  4  (±  2)-, 
j'obtiens 

N  =  1 2  ; 

et  je  vois  que  dans  ce  dernier  exemple,  conune  dans  tous  ceux  qti  on 
voudrait  ajouter,  notre  fornnde  est  vérifiée,  les  égalités 

65  =  (±  1)-  -(-  8.0'-  -H  16  (ih  2)-  +64.0", 
65  =  (±  i)-  H-  8.0-  4-  16.0^  +  64  (±  j  -, 
65  =  (±  7)-  +  8.0-  +  i6(zt  i)-  +  64. 0-. 

fournissant  effectivement  douze  représentations. 
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DÉMONSTRATION    D'UN    THÉORÈME   D'ABEL; 
Note  de  M.  LEJEUNE-DIRICHLET, 

COMMUNIQUÉE    PAR    M.    LIOUVILLE. 


Il  s'agit  de  prouver  que  si  la  série 

«0  4-  fl,  -+-  «2  +  .  .  .  -(-  <7„  +  .  .  . 

est  convergente  et  a  pour  somme  A,  la  somme  de  la  série 

(7o+  n,  p  +  a^p^-h. ..+  a,,  p"  -+-..., 

qui  sera  convergente  à  fortiori  en  prenant  la  variable  p  positive  et  <  i, 
tendra  vers  la  limite  A  lorsque  l'on  fera  tendre  indéfiniment  p  vers 
l'unité.  Causant  un  jour  avec  mon  excellent  et  si  regrettable  ami 
Lejeune-Dirichlet,  je  lui  disais  que  je  trouvais  assez  difficile  à  exposer 
(et  même  à  comprendre)  la  démonstration  qu'Abel  a  donnée  de  ce  théo- 
rème important.  Diriclilet  se  mit  sur-le-champ  à  écrire  sous  mes  yeux, 
dans  le  seul  but  de  me  venir  en  aide,  la  Note  ci-après,  qui  m'a  été  d'un 
grand  secours  et  qu'on  me  saura  gré  de  livrer  au  public.  Le  mode  de 
démonstration  qu'on  y  trouve  comporte  de  nombreuses  applications  et 
m'a  été  souvent  utile  dans  mes  leçons  au  Collège  de  France. 

Je  transcris  textuellement  la  Note  de  Dirichlet  sans  y  rien  ajouter, 
et  bien  entendu  sans  y  rieJi  changer. 

(I   II  résulte  de  la  convergence  supposée  de  la  série 

A  =  <7o  +  fl  I  -H  flo  +  •  •  ■  +  '^H  +  ^'c  , 
0   que  la  somme 
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»  reste  toujours  numériquement  inférieure  à  une  certaine  constante  A 
«  et  converge  vers  la  limite  A,  lorsque  /;  croit  indéfiniment.  Considé- 
>■    rons  maintenant  la  série 

S  =  n^-h  n,  fj  +  ri^p"^  -h  ■  ■  ■-+-  n„p"  +  etc., 

I'  la  quantité  |i  étant  supposée  positive  et  inférieure  à  l'unité;  en  y 
»  lemplaçanl  ii„,  ti,,a..,  etc.,  par  s„,  .?,  —  ^07^2—  S»  t'fc.,  elle  prendra 
»)    la  forme 

.S  =  So  -h  {s,  —  So)  p  +  (^2  —  s,)p--h-..+  {s„  —  s,,^,)  p"  -H  etc., 
))    e(  ensuite  celle-ci,  en  oidoiuiant  autrement, 

.S  =  (  I  —  pjî^o  +  •5'ip  +  -^'ap'  +  .  .  . -t-  J„  p'  H- .  .  .^', 

u  transposition  cjui  ne  souffre  aucune  difficulté,  puisqu'elle  se  réduit  à 

»  ajouter  à    la   somme   des  «4-1  premiers  termes  le  terme — s,,^'"^' 

n  qui  s'évanouit  pour  n  ^=  'Xi . 

«)   Voyons  maintenant  vers  quelle  imiite  converge  S  lorsque  la  va- 

»  riable  positive  s  =  1  —  p  devient  infiniment  petite.  Décomposons  pour 

«  cela  S  en  deux  parties,  comprenant  l'une  les  ii  premiers  termes  et 

>i  l'autre  tous  les  termes  suivants,  et  faisons  croître  n  à  mesure  que  t 

»  décroît,  mais  assez  lentement  pour  que  la  limite  de  nt  soit  zéro.  La 

»  première  j>artie 

(l  —  p)  [Sn^  S,p  +..  .^S„_,p"-'), 

•>  étant  numériquement  moindre  que  tn/<,  converge  ^ers  zéro.  Quant  à 
»   la  seconde 

(I  -  p){s„p"+.<:„^,p"-^'  ^...), 

»   on  pourra  lui  donner  la  forme 

V{i-p)[p"^p"-^-^...)  =  Pp"  =  V[i~,)", 
»   P  désignant  une  valeur  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  |je- 
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»  tite  des  quantités  s„,s„^,, Or  ces  dernières  coii\ergeimt  toutes  vers 

))  la  limite  A,  il  en  sera  de  même  pour  P,  et  comme  d'un  autre  côté  le 

»  facteur  (i  —s)",  en  vertu  de  l'hypothèse  faite  plus  haut,  converge 

»  évidemment  vers  l'unité,  il  est  prouvé  que  la  limite  de  S,  lorsque  la 

»  variable  positive  p<i   s'approche  indéfiniment   de    l'unité,  est  la 

»  somme  même  A  de  la  série  considérée  en  premier  lieu.    » 

Je  ne  pense  pas  que  personne  puisse  songer  désormais  à  demander 
de  nouveaux  éclaircissements. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.   l.ESGE  A  M.   LTOUVILLE. 


«    Soit  VI  lin  entier  donné  :   décomposons-le  en  une  somme  de 

deux  entiers  positifs  m',  m",  de  toutes  les  manières  possibles,  et  con- 
sidérons la  somme 

ou  je  désigne  avec  vous  par  Ç,  [n]  la  somme  des  diviseurs  de  chaque 
entier  «.  Vous  avez  calculé  la  valeur  de  cette  somme  quand  m  est 
un  nombre  premier  [*];  mais,  quoique  votre  méthode  soit  générale, 
vous  n'avez  pas  écrit  celte  valeur  pour  m  entier  quelconque.  Or,  au 
moyen  de  vos  formules  mêmes,  j'obtiens,  quel  que  soit  m, 

2  Ç,  K)  Ç.  ( m")  =  ^  [5^3  [m)  -{6m-,)  Ç,  (,«)], 

ou  Ç3  {m)  représente  la  somme  des  cubes  des  diviseurs  de  m.  Cette 
formule  assurément  ne  peut  pas  être  nouvelle  pour  vous;  mais  quel 
inconvénient  y  aurait-il  à  la  transcrire  dans  le  Journal  de  Malhéma- 
tiques?  Il  suffirait,  je  crois,  de  prendre  pour  exemple  ?n  =  4-  Les 
deux  membres  sont  alors  respectivement 

r.(i)ç.(3)  +  ç.wç,{2)-+-c.C^)Ç.(>). 

et 

-j^[5(i'  +  2'  +  4')-(6./,-i)fi  +  2+4)J: 

leur  commune  valeur  est  17.    » 


[*]  Cahier  de  juillet  i858,  p.  248. 
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MÉMOIRE 

SUR 

L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 
Par  C -J.   MALMSTEN. 


TRADUIT  LIBREMENT  DU  SUÉDOIS,  PAR  L'AUTEUR. 


INTRODUCTION. 

Le  théorème  que  Jacobi  a  proposé  dans  sa  Theovia  noi'i  inidtiplica- 
toris  œcjuationuni  difjerentialiuni,  chap  P',  §  II,  est  certainement  un 
des  plus  remarquables  que  l'analyse  moderne  ait  présentés.  En  effet,  il 
constitue  pour  l'intégration  des  équations  différentielles  un  principe 
tout  à  fait  nouveau,  que  l'illustre  auteur  appelle  le  principe  du  dernier 
multiplicateur,  et  qui  dans  ses  applications  nous  donne  accès  aux  ré- 
sultats auparavant  inconnus  de  cette  partie  difficile  de  la  science. 

Ce  théorème,  on  le  sait,  nous  enseigne  que,  si 

X,  X),  Xj,...,  x„ 
sont  fonctions  de 

et  qu'aux  équations  différentielles 

àx  :  dx,  *.  do-j  : . . .  :  dx„  =  X  :  x,  ;  Xj  : .. .  :  x„, 

on  ait  trouvé  n  —  i  intégrales,  l'intégrale  «""""  restante  se  trouvera 
toujours  par  de  simples  quadratures,  pourvu  que  l'on  puisse  trouver 
un  311    quelconque  (toutefois  non  constant)   qui  satisfasse  à  l'équa- 

lome  Vil  (a"  série). —  Août  1BG2.  ^^ 
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tion  [*] 

(A) 

dlog.m        rfX        rfX,        dX,                  dX„ 
d.r            dx         dj:,         d.rj                    djr„ 

Ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  une  solution  quelconque 
de  l'équation  (A);  mais  cette  difficulté  est  assez  grande  pour,  dans  la 
plupart  des  cas,  rendre  chaque  effort  à  cet  égard  infructueux. 

On  sait  depuis  longtemps  que  le  plus  puissant  expédient  que  l'on 
ait  pour  surmonter  en  générai  les  difficultés  analytiques,  consiste 
en  des  transformations  convenables,  c'est-à-dire,  bien  propres  au  but 
que  l'on  se  propose.  11  n'y  a  point  de  partie  de  l'analyse  où  elles  ne 
remplissent  le  rôle  le  plus  important;  oui,  on  pefut  dire  avec  rai- 
son que  la  méthode  analytique  consiste  principalement  dans  la  trans- 
formation. Aussi  la  pensée  se  présente  presque  spontanément  de  trans- 
former les  formules  de  Jacobi  en  y  introduisant  de  nouvelles  variables 
qui,  quand  bien  même  elles  ne  nous  laisseraient  pas  surmonter  ge- 
néralement  les  difficultés,  présentent  cependant  de  nouveaux  cas  où 
cela  est  possible.  Car  une  telle  transformation  sera  en  effet  aussi  une 
généralisation,  qui  nous  conduit  pour  ainsi  dire  hors  des  anciennes  li- 
mites et  nous  apprend  à  connaître,  outre  les  anciens  cas  d'intégration, 
aussi  de  nouveaux. 

Le  théorème  I  de  ce  Mémoire  contient  une  pareille  généralisation 
de  la  proposition  de  Jacobi.  Tandis  que  cette  proposition,  comme 
il  a  déjà  été  dit,  concerne  le  système  des  équations  diilérentielles 

(i)  dj"  :  d.r,  :  dar,  : ...  :  dx„  =  X  :  X,  :  X2  : ...  :  x„, 

notre  théorème  s'occupe  de  cet  autre  système  de  telles  équations 

(2)  dj:  :  dip,  :  dçpj  ".  •••  :  d?»  =  1  ■.  ^1  I  4's  •  •■•  '•  ^"' 

où  ip,,  92,...,  ^n  et  tj^i,  <|'2v»  4'"  î'0"t  fonctions  de  jr,  j",,  a'^,...,  x„. 


[*]  Nous  suivons  dans  ce  Mémoire  le  mode  de  nolation  de  Jacobi  tt  nous  désignons 
par  d  la  différentielle  totale  et  par  d  une  différentielle  partielle  par  rapport  à  la  variable 
que  montre  le  dénominateur. 
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On  voit  facilement  combien  le  système  (2)  est  plus  général   que  le 
système  (il  Dans  le  cas  spécial 

les  deux  systèmes  coïncident  entièrement. 

Ce  Mémoire  peut  être  regardé  comme  étant  divisé  en  trois  parties. 
Dans  la  première,  qui  comprend  les  §§  I  à  IX,  nous  proposons  le  théo- 
rème I  ci-dessus  mentionné.  Nous  le  déduirons  d'abord  comme  un 
résultat  de  transformation  de  la  célèbre  proposition  de  Jacobi,  et 
nous  en  donnerons  ensuite  une  autre  démonstration  plus  directe  et 
entièrement  indépendante  de  la  théorie  du  dernier  multiplicateur. 
Nous  donnerons  dans  le  théorème  II  une  autre  forme  à  la  même  pro- 
position générale,  de  laquelle  nous  déduirons  aussi  les  deux  théorèmes 
III  et  IV  dont  on  pourra  apercevoir  sans  difficulté  l'importance  pour 
l'intégration  des  équations  différentielles  d'un  ordre  quelconque.  Nous 
demandons  surtout  à  appeler  l'attention  sur  les  corollaires  déduits  de 
ces  théorèmes,  et  qui  nous  enseignent  que,  si  en  général  ç  et  ij*  sont 
des  fonctions  de  x,  jr,  y' ,  y" ,...,  y"~^\  et  qu'on  ait  trouvé  n  —  i  in- 
tégrales premières  soit  à  l'équation 

dç  ^  tj;  .do-, 
soit  à  celle-ci 

d(p  =  r'"~"ii'dx, 

l'intégrale  n"""  restante  se  réduira  toujours  aux  quadratures,  pour  la 
première  aussi  souvent  que  _/'""'  ne  se  trouve  pas  dans  o  et  j'"~''  non 
plus  dans  ij<,  et  pour  la  dernière  aussi  souvent  que  o  n'est  qu'une 
fonction  de  ^'"~''  et  de  _/""",  et  qu'en  même  temps  ^("-''  ne  se 
trouve  pas  dans  (];.  Les  formules  de  Jacobi  nous  apprennent  seulement 
par  rapport  à 

Ax" 

que,  quand  '^  ne  contient  pas  jk"~'s  son  intégrale  n"""  se  réduira  aux 
quadratures. 

Dans   la  seconde  partie  de  ce  Mémoire,  qui  comprend  les  §§  X  à 

33.. 
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XVI,  nous  nous  occuperons  plus  spécialement  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre.  Parmi  ces  équations 

a  jusqu'ici  été  reconnue  comme  la  seule  forme  générale  dont  l'intégra- 
tion ne  dépend  que  des  quadratures  aussitôt  qu'on  lui  a  trouvé  une 
première  intégrale.  Les  corollaires  déduits  de  nos  théorèmes  V  et  VI 
montrent  que  la  même  propriété  remarquable  appartient  aussi  aux 
équations  beaucoup  plus  générales 


dx 


Mais  elle  n'appartient  pas  seulement  aux  équations  de  cette  forme  qui 
sont  toutes  deux  du  second  ordre.  Dans  un  Mémoire  de  M.  Liouville, 
«  Remarques  sur  une  classe  d'équations  différentielles,  »  inséré  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIV,  p.  226,  ce 
célèbre  mathématicien  a  réussi  par  des  transformations  très-ingé- 
nieuses à  montrer  aussi  dans  cette  équation  du  troisième  ordre 


''-âï^*=/W-F[f(^)-£] 


la  même  propriété  inconnue  auparavant  {voir  p.  23  r).  Cependant  cette 
équation  et  celle  encore  plus  générale  que  l'auteur  mentionne  à  la  fin 
de  son  Mémoire,  ne  sont  que  des  cas  spéciaux  d'un  groupe  très-étendu 
d'équations  différentielles  du  troisième  ordre,  qui  jouissent  de  la 
même  propriété.  En  effet,  les  corollaires  que  nous  déduirons  des  théo- 
rèmes VII  et  VIII  nous  enseignent  que  l'on  n'a  besoin  que  de  con- 
naître une  première  intégrale  aux  équations 
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pour  qaVn  général  leur  intégration  complète  soit  réduite  aux  quadra- 
tures. 

A  l'aide  des  théorèmes  proposés  dans  cette  seconde  partie  de  ce 
Mémoire,  nous  avons  pu  complètement  intégrer  les  équations 

ly'''  c  -(-  my^~' 

lyy"  ax  +  b  ->r-  cy'~'' 


T  '  ^(ax  +  i)'  -H  2c  [ax  +  m)y'-''  +  c^yH'-'-) 

^ 7  =../(«), 

[a  -+-  2*/+/')- 

— ^^5     u  =  a.T-  ■+-  2  bxy  +  cy^  +  lex  -\-  i.fj  +  g', 


et  résoudre  aussi  complètement  deux  problèmes  géométriques   tres- 
curieux,  savoir  : 

Troiwer  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  une  Jonction  quel- 
conque du  rayon  vecteur. 

Trouver  une  telle  courbe,  que  pour  chacun  de  ses  points  le  produit 
de  l'ordonnée  et  de  la  sous-tangente,  multiplié  par  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  développée ,  soit  une  Jonction  quelconque  de  la  normale. 

Quant  au  premier  de  ces  problèmes,  j'en  avais  déjà  depuis  long- 
temps trouvé  une  solution  que  je  communiquai  à  M.  A.  Svanberg,  qui 
en  présenta  plus  tard  une  autre  solution  dans  les  Nova  Acta  Begiœ 
Societatis  Upsaliensis.  Quant  au  second  problème,  il  est  proposé  ici 
pour  la  première  fois,  et  conduit  à  une  équation  différentielle  du  troi- 
sième ordre,  sur  l'intégration  complète  de  laquelle  on  n'a  pas  à  la 
première  vue  de  très  grandes  espérances. 

Nous  traitons  dans  la  troisième  et  dernière  partie  de  ce  Mémoire  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  A  l'aide  des  théorèmes  IX 
et  X,  qui  résultent  immédiatement  des  théorèmes  V  et  VI  et  dont  on 
peut  sans  la  moindre  difficulté  vérifier  la  justesse,  nous  avons  intégré 
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un  nombre  assez  considérable  de  différents  groupes  d'équations  diffé- 
rentielles dont  on  n'avait  pas  auparavant,  autant  que  nous  sachions, 
proposé  les  intégrales. 

Une  méthode  bien  connue  depuis  longtemps  d'intégrer  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre  consiste  dans  la  différentiation.  On 
différenlie  l'équation  donnée  et  l'on  obtient  ainsi  une  équation  du 
second  ordre.  Si  l'on  réussit  alors  à  trouver  à  cette  dernière  une  autre 
intégrale  première  que  celle  sur  laquelle  la  différentiation  a  été  ef-- 
fectuée,  on  obtient  l'intégrale  cherchée  en  éliminant^'  entre  les  deux 
intégrales  premières  ainsi  connues. 

C'est  ainsi  que  Clairaut,  dans  les  Mémoires  de  V yicadémie  des 
Sciences  de  Paris,  i']3l{,  intégra  l'équation  différentielle  connue  de- 
puis sous  son  nom 

et  cette  méthode  peut  même  être  appliquée  avantageusement  à  d'au- 
tres équations  analogues,  comme 

j  =  .r./(y)+/,(j'), 

■^=jr-/(y)+/(jr')» 

f-  2XJ'  =j'.f{jj'), 


où  y  entre  sous  une  forme  implicite.  Mais  elle  est  cependant  limitée 
aux  cas  où  le  résultat  de  la  différentiation  est  d'une  forme  si  simple, 
que  la  séparation  des  variables  y  saute  en  quelque   sorte  aux  yeux. 

L'extension  que  nous  avons  donnée  à  cette  méthode  dans  les  théo- 
rèmes IX  et  X  consiste  principalement  en  ce  que  nous  différentions 
l'équation  donnée,  non  pour  soumettre  le  résultat  obtenu  à  une  nou- 
velle intégration  immédiate,  mais  pour  trouver  par  là  un  facteur  con- 
venable de  l'intégration.  Quant  à  la  quadrature  qui  se  présente,  elle 
est  souvent  accompagnée  de  si  grandes  difficultés,  que  l'on  a  bien 
besoin  d'avoir  la  certitude  qu'elle  doit  réussir  pour  ne  pas  en  aban- 
donner l'exécution. 

En  nous  rappelant  quel  petit  nombre  d'équations  différentielles,  où 
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jr'  se  présente  sous  une  forme  plus  implicite,  l'on  a  réussi  à  in- 
tégrer, et  en  considérant  aussi  que  beaucoup  de  problèmes  géo- 
métriques conduisent  justement  à  des  équations  d'une  telle  forme, 
il  nous  semble  que  les  applications  que  nous  avons  faites  des  théo- 
rèmes IX  et  X  ne  seront  pas  sans  intérêt  et  sans  importance.  En  effet, 
nous  avons  réussi,  au  moyen  de  ces  théorèmes,  à  intégrer  une  ving- 
taine de  classes  particulières  d'équations  différentielles  dont  nous  n'a- 
vons pas  vu  les  intégrales  proposées  ailleurs.  Quant  à  ce  qui  concerne 
les  six  premiers  exemples,  ils  renferment  des  solutions  d'autant  de 
problèmes  géométriques  et  ils  ne  sont  pas  par  conséquent  aussi  gé- 
néraux que  les  quatorze  suivants.  Parmi  ces  derniers,  nous  nous  per- 
mettons de  fixer  l'attention  principalement  sur  les  exemples  i3,  i8, 
19  et  ao,  dont  les  formes 

r  \ry'  4-  ny  1 

—  fi   '^^'  ~^   \ 

Vy/a  -^  bf  -\r  y-  )  '' 

y'- 

[y    -H  a)'-\(j'-+-  p)--         •''    L\.  J      \J  I         /         J 

sont  si  singulières,  qu'elles  me  semblent  bien  mériter  une  telle  atten- 
tion. 


xy'  -f-  my 

ix'Y 

ax  -\-  by  -t-  y  y' 

ax  -t-  i/  +  yy' 

si  a  -+-  by'  +  y'- 
xy'  —y 

Notations.  —  Soient 


des  fonctions  de 


§  I- 


?,,  yo,...,  05,, 
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nous  nous  servons,  pour  abréger,  des  signes  suivants  : 


A(?)  = 


(4) 


7(-.)  , 


di", 

, . . . , 

dï;, 

,••., 

dx„ 

d  o„ 

d  Q,i 

,..., 

d^, 

d  Oi 

. . . , 

dfi 

'      j         >  •  •  ■  ' 

df, 

d7„ 

dJ, 

àxi_ 

l^fr— 1 

. . . , 

d(^r— 

-5          T >  •   •  •  5 

d  a:,+, 

d.r„ 

dx, 

dx,_ 

d^, 

. . . , 

dx,_ 

"'     J    ^  '  •  •  •  ' 

dx,. 

df„ 

..., 

df„ 

dt^n 
■'      J          1  •  ■  •  ■> 
,         dj:,4., 

d  f^n 

di;' 

dj:,_ 

di;'" 

.., 

doi 
dx,_.' 

'h 
'     dx 

d  ff.2 

••' 

d^,_,' 

dfb-, 
d  x,+, 

'      dx 

dJ,' 

•  •  j 

d<^n 

d.r,_,' 

f„, 

d.r,+,' 

'      àx 

§11. 


Leinine  I.  —  Soient 
des  fonctions  de 


u',,  u'j,...,  îv„ 
qui  sont  elles-mêmes  fonctions  de 
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on  a,  pour  îv, 


®„- 


(D„_,     -7-     •  C0„_, 


à  Xi 


La  démonstration  résulte  immédiatement  de  la  propriété  des  détermi- 
nants fonctionnaux  qu'a  démontrée  Jacobi  dans  son  Mémoire  :  De 
determinantibus  Junctionalibus,  prop.  IL   (Voir  Journal  de   Cieile, 

t.  XXII,  p.  340.) 

§  III. 
Lemme  II .  —  Faisons,  pour  abréger. 


du 

f/« 

du 

d^i' 

d7 

, . . ., 

d7. 

du, 

du, 

du, 

R  = 

Ax' 

II, 

dx 

du. 

dUr 

rf«. 

ÂTr' 

Ax, 

,..., 

d7. 

et 

du 

du 

du 

du 

du 

dl' 

Â7'' 

•  •  1 

Ax,_, 

'       1        '  ■ 

dJ, 

dih-,         ' 

/U,-, 

du,_. 

du,_, 

^«,_, 

^,[s)  = 

Ax    ' 

Ax' 

Ax,  ' 
Ax,  ' 

••, 

Ax,_, 
du,+, 
dx,^, 

Axi+,  ' 
du,+, 

Axk+,' 

'        d.r, 

du,+, 

'        dx. 

dUr 

dUr 

du. 

dUr 

rf«. 

d^' 

d^'- 

•  •  5 

Axk-, 

Axi^,  ' 

dx. 

nous  aurons  toujours 

Vf        A"    d'^^i') -'^'-^ 

oW 

d<S, 
Ax 

-■^ 

dj:, 

^d^Sris) 

A^          >    '     Ax,     -      C 
0 

X 

■~      da:. 

Tome  VII  (a'  se 

rie).  —  Août 

1862. 

34 
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Démonstration.  —  Entre  a  et  $*(«)  cette  relation 

\diXk 
ayant  lieu,  il  s'ensuit  immédiatement  que 


'""'  "-fâ^HÈXfe 


Or,  avec  un  peu  d'attention,  ou  reconnaît  facilement  que 


du„\     d.r,  dx( 


d'où  nous  aurons  encore 

^  -*       ■     d.ri     ^  Zà^Zà,      /du,\  ^  /du„\     dj-,dx< 

et,  en  prenant  la  somme  depuis  A=  o  jusqu'à  A-  =  /, 


^        ^1      2d^  I         à.Ti,     —  Zà^Z^,Zu,,     ,/du,\      ,/du^^      dx.dj, 


Pareillement,  on  trou\era 


d^S^is] 


V         I     Zdi^  >        dx,  Z<„A-^«      ,/'^«A     ,ldu„\     dx,  dxt 

d'où  l'on  conclura  par  l'addition 

;5)  ' 

y  y  y    r         ^'^  rf'Ji        n    «?-«;„ 

■^™-^, -^Z       ,/duA      ,/du„\  ,/«'«.  \    jld!t„\        dx.dx* 
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Désignons  à  présent  par  a,  ce  que  devient  A  en  y  permutant  /  et  k, 
et  posons,  pour  abréger, 


à  cause  que   les  indices   /  et   k  ne   s'y  trouvent  ni  l'un   ni   l'autre, 
X  ne  devient  pas  changé  par  cette  permutation;  d'où  l'on  aura 


1  du,  \        I  du„\ 


ou,  a  cause  de  ■^j  =:  —  ^, 


il) 


d('J^\.d(^'^ 


En  retranchant  les  formules  (6)  et  (7)  l'une  de  l'autre,  on  obtiendra 
d'gi.  d^âi 


^{r: 

;)• 

^fê) 

\dxj 

)■' 

iÈ 

■) 

ce  qui  donne, 

en  vertu 

de  l'équation  (5 

), 

0 

,    d%(s 
'        dx, 

§   IV. 

■)^ 

0. 

Lemme  III 

.  —  Soient 

des  fonctions 

de 

X,, 

1     Xj,..., 

et  supposons 

que 

F^-'W) 

34. 
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ait  la  signification  indiquée  par  la  foriinile  (4)j  nous  aurons  toujoins 


2..Fr-'(â)- 


Démonstration.  —  Supposons,  pour  abréger, 


d  a>, 

df, 

^tp. 

rfï. 

d7,'"' 

dxj_,  ' 

dx,^,' 

'       dx„ 

d^r^\ 

dfr—l 

dr^r—t 

^/T.-, 

dx,    ' 

■'     dx*_,' 

dj:A+,' 

'       d^„ 

'llb*('")  = 

rf(p,._^l 

d<fr+, 

'^Çr+i 

'^tpr-f-l 

d.r,    ' 

'      dx*_,' 

dxj^_,' 

'        djc,, 

do„ 

rff„ 

dtff, 

df,. 

d^'"" 

'      dx*_,' 

d  XJ+,  ' 

'      dx„ 

1  est  clair  que 

F;'\^)  =  ^{-ir'.^h{r).<i^„ 


et  partant 


.W 


-^._,..>(g)^2,(-r.t.^-1^ 


dxi 


En  prenant  la  somme  depuis  k  =  i  jusqu'à  k  =  «,  nous  aurons 


dj-< 


2.Fr->(â)  +  E,(-o'-.+,.2.(- 


SA_,    '^iiW(r) 


d'où,  à  cause  qu'en  vertu  du  lemme  précédent 


dxi 


O, 
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il  suit 


V   ^-^r  W  _  V      F^^''  (^\ 

I  I 


Théoriîme  I.  —  Soient 

9,,   fi,----,  (?" 
et 

des  Jonctions  de 

Considérons  les  équations  dijjérentielles  simultanées 

(  r7(p„  =  (|;„  djr, 
e<  supposons  quon  en  ait  trouvé  n  —  1  intégrales 
(9)  iv,  =  «,,   i\>2  =  a2,..  ,  u'„_,  —  c>.„_r, 

alors,  si  à  laide  de  ces  n  —  1  équations  on  exprime  les  valeurs  de 


en  X  et  Xi, 


31L|^i(^)  dx,-F;r''(^-^')-d^] 


I  dtv'\ 


je/Yi  ?<?/e  difjérentielle  exacte  et  l'on  aura 


®"-'(È) 


COllSt. 
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pour  l'ir/tegrale  n"""'  restante  des  équations  (8),  pourvu  que  31V  soit  tel 
qu'il  satisfasse  à 

Démonstration.  —  Dans  sa  Theoria  novi  multiplicatoris  [\o\r  Jour- 
nal de  Crelle,  tome  XXVII,  page  iSi),  Jacobi  a  démontré  qu'ayant, 
trouvé  aux  équations  différentielles 

/  d(p,  =p,  àx, 

\à(f„=z  p„àx, 

(on  /;,,  p^,...,  p„  sont  des  fonctions  de  x,<p,,  (pn  >•••■■  ?«)  n  —  i  intégrales 

u,  :=  u,      (x,  ç,,  «p,,...,   ç„)  =  a,, 
u.^  =  u.     {x,  9,,   92,...,   (p„)  =  a2, 


et  prenant  arbitrairement  deux  autres  fonctions 

,     ,  (  u„     =  «„     (j?,  9,,  92,---,  9«) 

(  «„+,  =«„+,  (ar,  9,,  9j,...,  9„) 

on  aura  pour  l'intégrale  «""""■  restante  des  équations  (10) 
^  (t!)„+,  dM„  —  W,,  dM„+,)  =  const.  , 
si  l'on  pose,  pour  abréger, 

,     ,  >  du,,  du„  du„  du„ 

^       '  dx        '      d(pi        '        dcpi  ^       dç„ 

rf«„j.,  du„.,  du„..  du„+, 

«-  =  -ÏÏT-  +  Z' <  •  ^TT  +  ^-  -d^  -^  •  •  •  -^  ^«  •  1^ 


:>5) 
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Ç  = 


du, 

du, 

du, 

du, 

dï' 

do, 

d?,"-- 

'    dç„ 

du. 

du. 

du, 

du. 

dl' 

d7r 

d7/--- 

dcpn 

^tt«_Ki  ^«71+1  ^«n+1  «^««+1 


et  que  X  soit  tel  qu  il  satisfasse  à 


[i6) 


d  logOîi 


rf/3t 


•^^i  ■  d  (Pi 


L'intégration  dans  l'équation  (i3)  s'effectuera  toujours  par  de  simples 
quadratures,  parce  que 


deviendra  une  difiérentielle  exacte,  si  à  l'aide  des  équations  i  1 1)  et  fia) 
les  variables  x,  9,,  Çj,...,  ç„  dans  3X,,  <$,  XD„  et  ■o„+,  sont  exprimées 
en  a, ,  a^, . . . ,  a„_,,  «„  et  w„+, . 

Introduisons  dans  cette  proposition  de  M.  Jacobi,  au  lieu  des  anciennes 
variables 

?.,    fa,---,    ?H, 
de  nouvelles 

qui  sont  liées  avec  celles-là  par  les  relations 

(17) 


f,  =  (p,(.r,  JT,,  a,,...,  x„), 
?3=  ?j(-a^,  -^i,  J^-i,-.-,  oc„, 


et  désignons  par  ^  et  u'  ce  que  deviennent^  et  u  par  cette  substitution. 
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de  sorte  que  p,,  p^...,  p„,  deviennent 

^,{x,   a*,,  jc^,-..,  JC„)  uu,  par  abréviation,  <]/,, 


et  que  «,,  Mj,  ...,  f^„,  «„+,  deviennent 

w,{x,  X,,  x^,-.-,  x„)  ou,  par  abréviation,  u',, 


1-*  P  l  OC  ^     JL  ^  »    JL  2f<**)     *^/iJ 


On  voit  immédiatement  que,  par  ce  changement  des  variables,  les 
formules  (lo)  et  (ii)  se  transforment  en  (8)  et  (9),  et  qu'il  s'agit  de 
trouver  ce  que  deviennent  $,  tt„,  t)„+,  et  l'équation  (16),  si  à  l'aide  des 
équations  (17)  nous  en  éliminons  (js,,  yji-  ^fn- 

\°  En  vertu  de  la  proposition  de  M.  Jacobi,  ci-dessus  rappelée  dans 
le  Lemme  I  (voir  Journal  de  Crelle,  t.  XXII,  p.  34o),  nous  tirons  sans 
difficulté  de  la  formule  (t5) 


(18) 


«  = 


A(î) 


r/»', 

dw, 

^/«', 

37' 

d7,'" 

d^, 

div^ 

dw. 

rfw, 

d7' 

dJ,'-- 

'       d7„ 

da'n 

dw„ 

rf»»-. 

d7' 

dJ,'" 

d7„ 

àx    ' 

dx,    ' 

2°  Quant  à  o„  et  0„+,,  nous  observons  en  premier  lieu  que  la  diffé- 
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rentiation  parlielle  des  équations  (17)  par  rapport  à  y^  donnera 


.73 


d,f, 
dj, 

•••  +  ?' 
dx„ 

d(pj 

«=dî- 

T7.+  - 

AXr 

d.r. 

ax„ 

dyt 

dx,     dyj 

■  ^    dx. 

dfi 

i\Xf 

dx, 
-j h 

dt}„ 

d()<* 

d'où  i 

1  suit 

^w-ë  = 

dï;'" 

dtf, 

'      0, 

djr+l' 

d<f[ 
dlc„ 

dtfl, 

'       '» 

1          '  ■  ■  ■ 

dfk 
dx„ 

dffn 

'       d.r,_, 

>      ,0 

d<fn 

dar,+,  ' 

difn 

•  1)  11-  / .        ^?A   '■'"'■1 

et,  SI  1  on  multiplie  par   U*  "  âi^  )  "  d7,  ' 


^w(t.-ë)-è-$^ 


dff\ 
Ax. 


dfi 

dx7 


d<D„ 
dx. 


dj^r-l 


r/(J)| 


dfk 
d  x,_, 


,     ^f*\     d^f^        dij 

■^^        dx/'dx,'     d^ 


d^n 
d  Xr_, 


O, 


dx. 


dx„ 


dfn 

dx/, 


Prenons-en  la  somme  depuis  A=  i  jusqu'à  kz=n;  alors,  en  observant 
ce  que  devient  la  notation  (4)  pour 


(.  d,fi,\     du-„ 


Tome  VII  {-t'  série).  —  Aout 


35 
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nous  aurons 

M?).i(t.-ë)-És^^='''"'[(+-f:)-£]' 

d'où,  en  sommant  encore  depuis  r=  i  jusqu'à  /==«,  on  déduit 


(■9)    2,2, (*.-£)■ 


dw,,     djCr 

d^r     dtp*  A  (y) 


Or,  en  vertu  de  la  relation  entre  tv„  et  u„  ,  on  aura  sans  difficulté  l'équa- 
tion 

dt\'„         du„        -^     du„     d^i, 
d.r         d.r         ^^i,   dyj     dx 

qui,  étant  retranchée   de  l'équation  (r4),  donnera,  en   observant  la 
transition  de  pi,  en  ij;*, 


Mais  d'un  autre  côté  on  trouvera  aussi 

•^   da'„ 


du„  ^^    rfu„      dXr 

à  n/k  ~~  ^r  d  Xr       d  t 


d'où  il  suit 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (19), 

i/r-'[(+-^i)-'£r] 
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En  mettant  ici  dans  0„  et  iv,  «  -+- 1  à  la  place  de  n,  on  obtiendra  encore 


(21)  o„+,  = 


2.4-'[(*-fe)-^] 


3"  Reste  à  trouver  ce  que  devient  l'équation  (16)  en  v  exprimant 
les  valeurs  de  ç,,  (fa,--,  ?«,  en  x,  j:,,...,  j:'„.  Or,  la  relation  entre  p^  et 
(j^yj  donnera 


d'où,  en  prenant  la  somme  depuis  k  =  i  jusqu'à  k^=  n,  on  aura 
^<   d  01       -^i  .^^  d  Xr    d  çt 


rf-i* 


et    à  l'aide  de   l'équation  (19),    en    y    mettant    -~^    à    la   place    de 

I  I 

Donc,  en  désignant  par  3TL  ce  que  devient  X  si  l'on  y  substitue  les 
valeurs  de  (p,,  Çj,...,  o„  données  par  les  équations  (17),  on  voit  claire- 
ment que  l'équation  (16)  sera  changée  en  celle-ci: 

(a^).  A(=.).-^+2:/'/(di:)  =  °- 

Par  conséquent,  en  vertu  des  formules  ci-dessus  trouvées,  (18),  (20), 
(21)  et  (22),  il  résulte  de  la  proposition  de  M.  Jacobi  que,  si  l'on  a 
trouvé  aux  équations  différentielles  simultanées 

{2ibis)       dcc,  =  tj/,dx,     dfj  =  d<,dj:,..  ,     dç„  =  ij/„dx 

35.. 
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(où  ç)|,  <f>2,...,  (p„  et  ip,,  ij>2,-'M  ']fn  sont  fonctions  de  x,  a*,,  0^2,...,  x„) 
«  —  I  intégrales 

w,     (a-,  j?,,  Xj,...,  .r„)  =  a,, 


et  qu'on  prenne  arbitrairement  deux  autres  fonctions,  savoir: 

w„     {jc,  X,,  X2,---,Jc\,),  ou,  par  abréviation,  n'„," 

w„+,{x,x,,X2,...,x„),  »  tv„+,, 


/ 


-p  (o„+,  div„—  tl)„dîr„+,)  =  const.. 


pour  l'intégrale  n'™'  restante  des  équations  (22  Z'w),  pourvu  que  9,  t)„, 
et  '0„+,  aient  les  valeurs  données  dans  les  équations  (iS),  (20)  et  (21), 
et  que  Oïl  soit  une  expression  quelconque  qui  satisfasse  à  l'équation  (ai). 
Or,  en  supposant 

%V„  =  Xi ,       ll'„4.|  =  X, 

d'où  il  suit 

- —  =  0     pour     /■><'     et        -; — =1, 
axr  '  a.Vi 

dn'„+t  ^  .       da;,^, 

— —  =  0     pour     ;'>o         et     — ^ — =1, 
on  tirera  des  équations  (ao),  (ui)  et  (18) 


$  =  rt  ©„ 

t) 


Le  théorème  I  est  donc  pleinement  démontré. 
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§  VI. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  fait  résulter  le  théorème  I  d'une 
proposition  qu'a  démontrée  M.  Jacobi  dans  sa  Theoria  novi  multipli- 
catoris.  Cependant,  pour  en  faire  notre  théorème  tout  à  fait  indépen- 
dant, nous  en  donnerons  ci-après  une  démonstration  plus  directe,  qui 
ne  tient  nullement  à  cette  théorie  difficile  et  compliquée. 

En  effet,  écrivons  les  équations  (8]  de  cette  manière  : 

I/do„  \     ,  da,,   j  do„    ,  dtf,,     , 

(~ <1>,A  dx-h~dx, -h. ..-h-r-a  Xi -h. ..-h  x^d.r„  =  o: 

>    \dx  '    /  dj,  dx,  dx„ 

en  éliminant  djc,,  djfj,.,.,  djr,_, ,  dj:,+,,...,  dx„.  nous  aurons  pour 
la  détermination  de  l'intégrale  n"""  restante 

(24)  A(ç)).dx,-Fj''^(^-g).dj:  =  o, 

où,  en  vertu  de  l'équation  (9),  les  variables  jr,,  a:^,...,  a:,_,,..., 
Xi+t,  x„  sont  à  considérer  comme  fonctions  connues  de  x  et  a:,.  Or 
supposons  que  X  soit  le  facteur  qui  rend  intégrable  cette  équation  dif- 
férentielle; pour  cela  il  faut  qu'il  soit  tel,  que  (*; 


d.[r..Yf[^-'^^~\ 


(*)  En  supposant  que  u  soit  une  fonction  de  .c,  x,,  x,,...,  x„  et  que  x,,  x,,. 
x,+i,...,  x„  soient  elles-mêmes  fonctions  de  x  et  x,,  nous  désignons  par 


la  dérivée  partielle  de  «  par  rapport  à  x,  non-seulement  en  tant  que  x  explicite  entre 
dans  K,  mais  aussi  en  tant  qu'il  y  entre  implicite  .'.ans  x,,  x, ,...,  x,_,,  x,+i,...,  x„. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(25)  A(ç).^|-  +  -^-f- \~ =  0. 

(0 
Mais  en  désignant  par  V  la  somme  pour  k  =  i,  1,...,  i —  \,  i-\-  i,...,  n, 

c'est-à-dire,  la  somme  depuis  k  =  i  jusqu'à  k=:  n,  excepté  pour  A  =  /, 
on  voit  sans  difficulté  que 

(0 
àx  àx  ^1,    Axi,       àx 

à  Xi  Axi  ^k  d.rj  Ax; 

ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (sS),  donnera 


A( 


dIog-%        d^[^)        '''^f 


;.6) 


Ax  Ax  Ax, 

('■)  (0 

^*  dxi  dx  -^y 


c/A((]))     e^jTi         ^  ?      yi^        dx/     dxk 


^k     Axk      Ax         -^/s  Axk  àx, 

Au  moyen  des  relations  (9)  il  vient 

5— 1  da:,  +  ...4-T dx,_,-i-  -, — dx,+,  +  ...+  7—  •da:„=  —    -j—  dx  +  -r —  dx/  , 

Ax,  '  dj:,_,  '        dj:,+,  dj:„  \  d.r  dx,  / 

Ax,  dx,_,  dx,+,  dx„  \  dx  dx,  / 

dx,  dx,_i  dx,+,        '^'  dx„  \   dx  dx,         '/ 
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d'où,  en  faisant,  pour  abréger, 
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dm, 

dm,            dm. 

dm, 

d^,  '■■ 

djr,_i        àxi^. 

■  ■  ■■> 

dl„ 

dw-i 

dm,           dm. 

dm. 

(27)          n  = 

d^  '■■ 

dx,_,  '       d.r,+| 

d7„ 

rf«'„_, 

</«■„_,        rf<.'„_, 

dm„_. 

dx,   ' 

d.r,_|  '        dx,+i 

d^,+, 

dm, 

dm,         dm, 

dm. 

dm. 

dm, 

dm, 

JT,'"' 

axi_,     dxi+. 

àxi_. 

'       d7 

dxj^.,  ' 

'    dï; 

dm. 

dm,           dm. 

dm. 

dm. 

rf«', 

</«■, 

(28)    Mii)  = 

d^'"' 

dx,_,  '    dxi+. 

dx«_, 

'    d7 

î     T 1  ■  • 

axi,^, 

'     'K 

dm„_. 

dm„_,      dm„_, 

dm„_, 

'^«v- 

dm„_. 

rf»',,-, 

Ax,   ' 

d  .r,_,      d  a:,^.. 

dx«_, 

'  dx 

dxk^,'' 

dx„ 

dm. 

dm,         dm, 

dm, 

rftr, 

dm. 

dm, 

di:'- 

a  x,_i      d  Xi+, 

dxi_. 

'      d7 

dxi^.. 

■'       d^ 

dm:, 

du;          dm. 

dm. 

dm, 

dm. 

</<v, 

Xt[i)  = 

17,  '■■■ 

d.r,_|      djr,+i 

dxi_, 

'   dï7 

dxj+,' 

■'       dx. 

'im„_. 

dm„_,      rf<r„_, 

dm„_, 

dm„    , 

rf<>'„-, 

dm„_. 

dx,    ' 

axi_,      Axi+, 

dxi_, 

'      dx, 

dxf+,  ' 

■'      dx„ 

il  résultera 

(^9) 

aâx^ 

=  -  .%i,{l).dx- 

-  a\{i 

).da-, 

et  partant 

dxi  ., 

ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (26),  donnera 

'  '        d.r  d.r  dx, 


j3o! 


■iU(.-; 


dxi 


.C,(/) 


dx* 


]=. 
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Substituons  dans  l'équation  (29)  les  valeurs  de  dx^  et  dx,  tirées  des 
formules  (^3)  et  (  24),  nous  aurons  l'équation 

qui,  différentiée  par  rapport  à  X/,,  donnera 


(30 


-4-'{+-S)-a'^-'' 


"■<■'(*- S 


De  plus,  en  observant  que 

(■) 


2,Fr''(t-rl)-è^-=^W-2.è-''-' 


=  à{(f).a.d\oga  —  Ai(p)--r-dx—A(^)'-T—(ixi 


=  A(9).rt.d  logrt— A(ip)- j-dx 


-F?'' (*-£)■&"-• 


il  résultera  des  formules  (3o)  et  (3i) 


a. M 


dlog(aX)  _^^  y     '  ^     \        '^■^/ 


dx 


dx), 


dx 


A(y 


Ldx-A    d^TA    J       ^    \^       d^j  Ld-^.       A    dxi    J  ' 
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c'est-à-dire 


,„.Ar,).lMia> 


"A— d 


iM) 


-Mf)-[^-i/-^] 
-H"'(t-?.)fe-i^]=o. 


à  cause  de 


^^■'(♦-:fe)=4"'(+)-n-'(rl)- 


Maintenant  soit 

d7' 

d7,'-- 

dx*^,' 

■'         d^ 

(33)       a)tA  = 

dJ' 

rftp, 
dJ,''" 

d  x*_,  ' 

do, 

dx^+i' 

■'      dx„ 

dx,'" 

'      dx*_,' 

dx*+,' 

alors  il  suit  du  Lemme  II  que 


dMS>k         d\i{, 


diSbk 


Mais,  eu  égard  aux  notations  (3)  et  (4),  on  aura 


dx  dx 


et  pour  A  >  o, 


dxi 


f     \  dx 
dxt 
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tl^jil)  __  •y      '     f       \Aj:J 

(l.r  Àmd,.  cl  XI 


Pareillement,  si  l'on  pose 


^k  (<-■„)  -- 


dw, 

dn; 

d<v, 

r/.t-, 

rf«', 

Tx' 

d7, '■■ 

d  ^/;— 1 

d.rt+,  ' 

■'     dr„ 

da; 

dn'. 

d,v, 

d.y. 

f/»., 

1^  ' 

d^,'" 

■'      dx*_,' 

d.n,,  ' 

''      d^, 

da;, 

d,v„ 

^/,..„ 

./.<■„ 

'/"V 

dj; 

(T^'" 

'      d,rj_,  ' 

d^A+, 

''    cT^ 

il  résultera  encore  du  Lemme  II  que 


d'où,  en  observant  qu'en  vertu  des  formules  (27)  et  (28)  on  a  pour 

H'„  =:  Xi, 

3,-(.r,)  =  o, 

^f,  [jCi]  =  —  (  -  I  )"+'+'■  A..^{i) ,   A-  étant  >  o , 

on  conclura,  après  la  division  par  (—  1)""^', 


('■) 


(35) 


(17  ~  A" 


!..U{i) 


Enfin,  si  nous  permutons  ici  d.r  et  da,,  l'expression  a  ne  subira  au- 
cune altération;  mais  A,;  (/)  sera  changé  en  A,\(i);  la  f'ornude  (35) 
donnera 


(36) 


ia  y  dA.,,(i) 


d.r, 


^t     d  ; 
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Maintenant,  eu  égard  aux  formules  (34),   (35)  et  (36)  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  nous  tirerons  de  l'équation  (Sa) 

A(.).^"i^  + y  11^:^  =  0, 

c'est-à-dire  en  vertu  du  Lemme  III, 

A.,).i^^'.i.F-'(S.)=o. 

I 

En  taisant 

n  jîi  =  orc , 

le  facteur,  qui  rend  l'équation  (24)  intégrable,  ser;i 

an.  âR 

5Ii  =  —  - 


pourvu  que  DK.  soit  une  expression  quelconque,  qui  satisfasse  à 

A(?).-^+2:/''  (dj. 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

§  VII. 
En  vertu  du  Lemme  \"  on  a 


-.-.(ï^)--(È)='^«-(â^)  =  '^ 

de   plus,   il    suit   de  la  proposition  de  Jacobi  que    nous  avons  r<i|i- 

36.. 


28/i  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

pelée  ci-dessus,  que  (*) 

.,.).».-,(a=n-'(S)- 

A  l'aide  de  ces  trois  formules,  on  obtiendra  sans  difficulté 


et  l'on  déduit  du  théorème  1"  la  proposition  suivante  : 
Théorème  II.  —  Soient 

des  Jonctions  r/e  x,  x, ,  JCj, . .  . ,  ar„ .  Considérons  les  équations  différen- 
tielles simultanées 

I  d<p,  =  l.d.r, 

(  d  (p„  =  (|;„  d  JT , 
et  supposons  qu'on  eii  ait  trouvé  n  —  i   intégrales 

M',  =  a, ,     îi'2  =^  «2 , .  .  . ,     u'„_, ,  =  «„_,  ; 
rt/oA".y  .$/,  À  l'aide  de  ces  n  -—  i  équations,  on  exprime  les  valeurs  de 


(*)  La  signification  de  F    "    el  de  F^  ■■    est  fixée  par  la  formule  (4). 
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en  X  et  X,,  V expression 

sera  une  différentielle  exacte,  et  Von  aura 

h  ["?■'  (ê)  •  "-■  -  <■'  (*  -  n)  ■"-]  =  •=<'™'- 

/^o^^/'  l'intégrale  n'^'"^  restante  des  équations  (37),  pourvu  que  ôXL  soit 
tel,  qu'il  satisfasse  à 

A(f)-^'H-i,F<-'(g)=„. 

§  VIII. 
Faisons  dans  le  théorème  I"  /  =  i  et 

^i  =  J,     -3^2  =  7' ,     ^3  =  7".  •  •  • ,     3c;.  =  f-'' , 
où,  comme  à  l'ordinaire, 

en  supposant 


?„=j"'-",  ^„=r"-'\ 


le  système  des  équations  (8)  se  réduit  a  une  seule  équation  ditféreu- 
tielle  de  n"""  ordre 

dy,  =  |,d>r, 

où  (ji,  et  <]/,  sont  des  fonctions  de 
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Cola  posé,  on  voit  sans  difficulté  que 


A(9) 


>p,  c/cp,  (hf, 

,  .  .  .  ,      — 


dr("-')       dr<"-" 


G,  I 


C(.-Ê) 


o  ,        ()  ,  .  . 


c/tp, 


f  - 1  r-' 


àyC- 


Ax      d)'  d>!"-')      djC'-') 

y,    o,...,      O,        o 
jr")    I»  ••)     o,         o 


r'"~",o,. 


0"  '-J-ht;^- 


et  en  observant  que 


P     IdT,)  "^^  1^°'"'  ''<"' 


î"     l^d.rj-^"'^       \dr<"-"       dr("-"J' 


on  obticndi'a  ce 

Théorème  111.  —  Soient  cf  et  ij/  deux  fonctions  de 


X,  J,  J,  J 


r 


et 

f38) 


d  ip  r=  di .  d  .r 


une  équation  dijférentielle  du  n"""  ordre,  dont  on  a  trouvé  n  —  i  inté- 
grales premières,  savoir  : 


M^„_,  fj",  J.  j'.  -f"  *'')=a„^,; 
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alors,  après  avoir  éliminé 

J  1  J  ■•  •■•  1  J        > 
l'expression 


sera  une  dij)ére?ilielle  exacte,  et 

sera  l'intégrale  générale  de  T équation  (38),  pourvu  c/ue  "T*-  soit  une 
solution  quelconque  de 

(o\  'h         d.logDH-  r/r}- d^       _ 

^     •'''  dj("-')'        d.»:        "^   dj('-'>         d/C-')~      ' 

oj/,  ce  qui  revient  au  même. 

Corollaire.  —  Supposons  que  (p  et  <^  soient  tels,  que 

dtf  d^ 

djr("-')  "~  d/("-')  ~  "' 

ce  <//«'  rt  toujours  lieu  quand  /'"""'  ri  entre  pas  dans  f  et  jr'^"~^^  n'entre 
pas  non  plus  dans  f\i,  c'est-à-dire  quand  (p  est  ime  fonction  de  x ,  y , 
j',...  ,)'^"''^\)-'^''~*^  et  qu'en  même  temps  ^  est  une  fonction  de  x,j ,  )'..... 
^.(«-3)^  j.{ri-2)  .  fiiQi'g  Qji  (i  toujours 


f 


do         à  Y  —  y'  à  Y 

A—nrr,  •  — — j^-i  =  const. 
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pour  V  intégrale  cjéiiérale  de  l'équation  (38),  qui,  par  conséquent ,  pourra 
dans  ce  cas  être  trouvée  toutes  les  fois  que  n—  i  intégrales  premières 
sofit  conmies. 

§  IX. 

Supposons  dans  le  théorème  précédent  que  y  soit  une  fonction  seu- 
lement de  X,  J"'""*'»  ^("-0  et  que 

d'où 

(-.-1)      J  ^^  J 


/^  étant  une  fonction  de  X,  j",  j"',... ,  ^•'''-*).  Posons  de  plus 

Nous  aurons  par  l'équation  (Sg) 

l  dji"-')  dx  jC-i) 'djt"-')  ■      ^/x      ~^  J  ~^ -J  ■  d/("-' 

(4o) 

i  _     <i'i    

(  djc-')  """■ 

Mais  en  vertu  de  l'équation   (38)  nous  aurons  aussi  la  formule 

J  'J  dx        -^  '  d  ri"~^)         d  r'"~''        d.^ 


d, 
d.r 


laquelle,  combinée  avec  l'équation  (4o),  donnera 
^9        d.iognuL,      d^  df 


(^,)  ''-    "  ^(,-^) 


Enfin,  en  remettant  ij^  à  la  place  de  f  et  DFu  à  celle  de  an.,,  nous  au- 
rons ce 

Théorème  IV.  —  Soient  (f  une  fonction  de  x ,  y'^"~'^'' ,  j'-"'*^ ,  et  ij;  une 
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Jonction  de  x^  y,  y' ...  y^"-'  ,  si  l 'on  a  trouvé  à  l'équation  (lijjérentielle 
du  n"'""  ordre 

(40  dy  =J<"-'^^^>da■ 

/i  —  I  intégrales  premières., 

i\',{x,  y,  j'..._j<''-'))  =  a,, 


après  r  élimination  de  y',  y",... ,  jr'"""'')  l'expression 

Oit  dm  dj  —  y  àx 


^^"-  (d7 

fera  «Aie  dijjérentielle  exacte  et 

SKi  d»  dx — y  Ax 


f 


y(—')      d/(»-') 


'-(^? 


=  const. 


jerrt  l'intégrale  générale  de  l équation  [lii),  pourvu  que  nw  soit  une  so- 
lution quelconque  de 

d<f  d  log  DÏL        rf(y  d'^ 

Corollaire.  —  Lorsque 


dj- 


(,-^) 


=  0, 


ce  qui  a  toujours  lieu  quand  (p  est  une  Jonction  seulement  de  y'^"~^'  et 
7<"~'',  et  qu'en  même  temps  ij'  est  unejonction  de  x,  y,  y'. . .  j^'"-^',  o«  aura 


d  r  —  r'dx 

—  const. 


^'-'■--m 


d^c-) 

Tome  VII  (a'  série).  —  Août  1862.  •^'J 
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pour  l'i/Uégmle  générale  de  Véqunlion  (/ji),  qui,  par  conséquent,  pourra 
toujours  dans  ce  cas  être  trouvée  toutes  les  fois  que  n  —  i  intégrales 
premières  sont  connues. 

A  cause  de  leur  grande  généralité,  les  théorèmes  111  et  IV,  ou  princi- 
palement leurs  deux  corollaires,  ne  seront  pas  peut-être  sans  intérêt 
et  sans  importance  pour  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles d'iui  ordre  quelconque. 


Nous  allons  à  présent  nous  occuper  d'une  manière  plus  spéciale  des 
équations  différentielles  du  deuxième  ordre.  En  effet,  prenons  dans  les 
deux  théorèmes  précédents  /i  =  2,  nous  trouverons  sans  difticnlté 

(la  I  dt^      dy'  /"/cp 


d  v(n-i)  ldw,\         dr'     da,         d 


et  nous  aurons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorh;me  V.  —  Soient  '^  et  ^  deux  fonctions  de  x,j  et  y',  et 
supposons  qu'on  ait  trou^'é  à  l'équation  différentielle  du  deuxième 
ordre 

(42)  d©  =  (|;da^, 

une  intégrale  prem ière 

u',{x,  r,j')=c(,; 

après  l' élimination  de  f\  l'expression 

o,v.|l(djr-j'da) 


da 


sera  une  différentielle  exacte,  et  nous  aurons 


/■ 


.m  •  4-^  (  d  r  —  r'  c\x=  const. 
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pour  l intégrale  générale  de  l'équation  1  42  ),  3\\,  étant  une  solution  quel- 
conque de 

dy         di       ^  dy  ""  37  ~  °' 
ouj  ce  qui  revient  au  même. 

Corollaire.  —  Lorsque 

rftp       (/■]/ 

djr        dy  ~     ' 

ce  qui  a  toujours  lieu  quand  o  est  une  jonction  de  x  et  y\  et  qu'en 
même  temps  <if  est  une  Jonction  de  x  et  j ,  l'expression 

£-{àj  -  fax) 
sera  une  différentielle  exacte,  et  nous  aurons 

/di.  ^''•^~^''^-^)^  "-""'*• 

pour  V intégrale  générale  de   l'équation  (42)^   qui  dans  ce  cas  sera 
toujours  réduite  aux  quadratures. 

Théorème  VI.  —  Soient  ç  e<  ij/  deux  Jonctions  de  x,  j  et  y' ,  et 
supposons  qu'on  ait  trouvé  à  l'équation  différentielle  du  deuxième 
ordre 

(43)  à^  =  j' 'i^  àx 

une  intégrale  première 

après  l'élimination  de  y' ,  l'expression 


37.. 
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sera  une  différentielle  exacte  et  rions  aurons 

I  '— r  •  -r^  (  d  r  —  y'  d  x)  =  const. 

pour  l'intégrale  générale  de  V  équation  {/\'5) ,  D\l  étant  une  solution  quel- 
conque de 

drj         dlogûrt         rf?  d^      _ 


dj  (Ij- 


Corollaire.  —  Lorsque 


d 

vr' 


te  qui  a  toujours  lieu  quand  9  est  une  Jonction  de  y  ety' ,  et  qu'en  même 
temps  (j>  est  une  Jonction  de  x  et  y\,  l'expression 

—  ■  T^  (dr  —  r' àx) 

j'     da.  ^   -^ 

sera  une  différentielle  exacte,  et  nous  aurons 


/— ,  •  -r^(dr  —  }-'  dx)  =^  const. 


pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (43),  qui  pourra  toujours  dans 
ce  cas  être  trouvée  par  des  quadratures . 

Nous   donnerons  ci-aprés  quelques  applications  des  théorèmes  V 
et  VI,  que  nous  venons  de  proposer. 

§  XI. 

EXEMPLE    I^'. 

Trouver  la  courbe  dont  le  rajon  de   courbure   est  une  Jonction 
quelconque  du  rnjon  vecteur. 
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La  solution  de  ce  problème  conduit  à  cette  équation  dilférenlielle 


on,  ce  qui  revient  au  même, 

(44)  -^=2./(x^+j^). 

Pour  en  trouver  l'intégrale  générale,   nous  observons  en  premier  lieu 
que  la  formule  (44)  pourra  être  présentée  sous  cette  forme, 


d'où  l'on  voit  facilement  qu'en  faisant  l'application  du  théorème  VI  on 
aura  ici 

(45)  9  = .  ;     et     ili  =  2. /'(a?^  +  r^) , 

\/i-hy" 

et  partant 

do  d-li 

d.r  ,  /     I  \ 


Ainsi,  tout  est  réduit  à  trouver  luie  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (44)-  Pour  cela,  multiplions  la  formule  (44)  P«i"  -f  +  J'r' ;  d'où 
résultera 


et  en  mtégrant 

(46)  "•^'-^' 
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a,  étant  la  constante  arbitraire,  et 


J\[z)  =  jf{z).dz. 


Or  les  formules  (45)  et  (46)  donnent 

r/tp  dt^      dy'  y' 

(lai  d/'      da,  X -\- yy 

De  là,  en  vertu  du  corollaire  au  théorème  VI,  il  suit  que 


(4,)  /^-^ 


d  V  —  Y  àiX 
— •^—r-  ~  consl. 

T-hyy 


sera  l'intégrale  cherchée  de  la  formule  (44)- 

Pour   effectuer  l'intégration  dans  l'équation  (47)1  i'  "^  faut  1"  y 
substituer  la  valeur  de  y' ,  tirée  de  la  formule  (46),  savoir  : 

(48)  /■='^iêff' 

en  écrivant  /,  au  lieu  de 
et  en  posant,  pour  abréger, 


(49)  p  =  s/x^-^j^-jl. 

En  observant  cpie  les  formules  (48)  et  (49)   donnent 

nous  aurons  pour  l'intégrale  générale 

Multiplions  ici  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 
px  -z^J^  .j , 
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nous  aurons,  en  supprimant  le  facteur  jc-  —  j\ , 


f 


(pxzfiAr)  ([y—  (/>y±f,.r).d.r 

=  const., 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


J         ^'-hj  '         ~  J   \ 


y/.r2  4-j2— /'^  ^=  +  7' 

Donc  l'intégrale  générale  cle  la  formule  (44)  sera 


2  arc  tang  -  rt  F  (x'  +jr*)  =  «j , 


en  posant,  pour  abréger, 

a,  et  «2  étant  deux  constantes  arbitraires. 

§  XII. 

EXEMPLE    II. 

Troin'er  l'intégrale  générale  de  V équation  différentielle 


(5o)  XX"  ^c+{x'Y       .^{z) 

ry''  c  4-  my~' 

OÙ 

(5i) 


r  +  my'~'' 

a,  c,  m^  n  et  r  étant  des  constantes  quelconques . 

Nous   observons  en  premier  lieu  que  la  formule   (5o),   nuiltipliée 
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par 

1 

c  -+■  niy'~'' 

peut  être  présentée  sous  cette  forme 


(J')'    ' 


d'où,  en  appliquant  le  théorème  VI,  nous  aurons 


(5.)  ^  =  ili_l      et     ^  =  /^-'^r.u--^(^-), 

et  partant 

d  j; 


\  r  ; 


Par  conséquent,  il  suit  du  corollaire  au  théorème  VI  qu'ayant  trouvé 
une  intégrale  première  de  l'équation  (5o),  nous  en  déduirons  l'intégrale 
générale  par  de  simples  quadratures.  En  effet,  différentions  la  for- 
mule (5i),  d'où  nous  aurons 


d  :         a  (c  +  OTj'-')  -4-  (1  —  r')y~' .y' .  [en  —  amx] 
Ax  ic-\-my'~'')' 

et  écrivons  la  formule  (5o)  de  cette  manière 


=  B. 


cette  équation,  multipliée  par 

Bdx  =  dz, 
donnera 

(53)  B.(j'r^.p^'(c+m;— )-c7-')]d^  =  f(z)ds. 
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Posons  de  plus,  pour  abréger, 

_  j'~'.y  [en — amx)  -\- ay  (c -^  my'-'] 

{y')'  -{c  +  my'-') 

en  différentiant  9,  nous  aurons 

1 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (53),  il  suit 

(54)  A'-i=:-3[z)àz. 

En  faisant  donc 

JS{z)àz=-¥{z), 

nous  aurons  par  l'intégration  de  l'équation  (54),  en  restituant  la  valeur 
de  Ç, 

(55)  ■)-■/'  [en  -an,.)  +  ay   c  4-  n,y^-r)  ^  p  (,^  ^  ,^^  ^ 

[y'Y  ■  (■^+  "'j'"'') 

ce  qui  est  l'intégrale  première  cherchée  de  l'équation  (5o). 

Cela  posé,  le  corollaire  du  théorème  YI  nous  donnera  pour  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (5o) 


\Ti;.y^y-y''^^ 


—    «2, 


i  X  )  =  a  2 , 
c'est-à-dire 

( 56 )  n—    \   ■ ,    ,      ,    — ^ — r, •^ 

^        '  J    «/"^  (c  + w/'     )  +  (i — r).y[cn  —  amx) 

parce  qu'en  vertu  des  formules  (5^)  et  (55)  nous  aurons 
tftp  d<f     dy'  (i — r).y'  


ày'    da,         «j' (c  +  m/'-'') -H  (i — r)y{ca — amx) 


Tome  VII  [i'  série). —  SEi'itjiBP.E  1862. 


38 


298  JOURNAI.  DE  MATHÉMATIQUES 

Pour  effectuer  l'intégration  dans  l'équation  (56),  posons 

(57)  e  =  log  [(c  +my'-''){cii  —  amx)], 

(i'où  nous  aurons  cette  formule 

S  -4-  rzj  =  /'  +  log  [(c  +  inj'~'')( en  —  nin:r)], 

qui  différentiée  donnei'a 

(lu  ^  tlE         r/i  [a  (r  -|-  //)_r'~'')  —  (i  —  '' )  (rn  — timx] .  r~'.  j'1 

<1  j^        d X  ('■"+"  i»y'~')  ■  {<■//  —  am.7-  i 

ou,  ce  qui  revient  an  même, 

(!?(__  ilE  /H  [fl  ((•-)- mj'"'") -(- (1  —  r)  (cf/  — /-iiiix) .}~'  .y] 


iix         dx  i<^  -\-  "0''~'  )  ■  (  f  "  —  amx) 

a{c-\-  my'-'')  —  (i  ■ —  r)  (cr,  —  amx) . y~' . y' 
a  [c  -\-  my'~')  +  (  1  —  r)  [en  —  am.v)  ■y~'  ■  y' 

c'est-à-dire 

(58)  d«  =  dG-l5.î4iz4:l:Z:::Z;, 

en  posant,  pour  abréger, 

,  f     .  en  —  am.r 

l  5q  )  (7  = —  • 

^     ^  ''  c-\-  my'-'^ 

Mais  l'intégrale  première  (55)  peut  être  présentée  sous  celte  forme 

laquelle  fornuile,  résolue  par  rappoi't  à  J~'  ■  j' •,  donnera 

ce  qui,  substitué  dans  la  formule  (  58),  nous  fournira 

,            ,_        d)7  ■  -^  - 

d  M  =  d  B  H -la. 


«+(i  — r).^..j(^,2(,)       <7 
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En  intégrant  nous  aurons  enfin,  à  l'aide  des  formules  (56)  et  (57), 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (5o) 

log(c«  -  amx)  -  rt.F,  [-—-—^,  a,j  =  a^, 

en  posant,  pour  abréger, 

«I  et  «2  étant  deux  constantes  arbitraires. 

§  XIH. 

EXEMPLE    III. 

Trouver  l'intégrale  géne'rale  fie  Véqualion  différentielle 

(60)  -^  =  I  + 


O'  '  \l[ax  -\-  h)-  -\-  1  cz  [ax  +  /«  )  +  c'  z'- 

où  z  =  f^'''  et  a,  h,  c,  m  et  r  sont  des  comtnntes  quelconijucs. 
Faisons,  pour  abréger, 


K  -{-  ax  -\-  b  —  cz  —  \'{ax  -+-  hf  -h  2  cz  [ax  +  »i)  h-  c^  z^ 
d'où  nous  aurons  sans  difficulté 
(61)  (R  —  2C=)(R  +  anjc  +  ai)  =  ac  [m  —  b) .  z, 

et  en  différentiant,  après  avoir  pris  les  logarithmes, 

dR  ,         ,  ,  dR 

2c(i  —  n.y-^r  -r—  -t- 2  a 


R  —  icz  K-hiax  -\-  ib 

c'est-à-dire,  après  quelques  réductions. 


^^        '  —    R  -  R— 2CZ        /  dR 

y'  R  +  ^ax4-26\dx 

38.. 


i^  =  (1  -  r).  -.R  -  „  ."      '"..  (  ^'  +  -la 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^  \(lx   ^         /\  K  +  o.aj:-\-2b  J- 

Or  l'équation  différentielle  (60)  peut  être  écrite  de  cette  manière 


ry'-  R  4-  ax  -t-  6  —  cz         K -\-  a.x  +  b  —  cz 

d'où 

ry''  R  —  2CZ 


R  -+-  2  ao,"  +  2  6 

ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (62),  donnera 

,'(2«+-)  +  R^  ,-" 


2  «7  -h  Ky'  ry' 

En  intégrant,  nous  aurons 

(64)  2rtr  +  Ky=  «,  (j'f 

pour  l'intégrale  première  de  l'équation  [60],  a,  étant  une  constante 
arbitraire. 

Écrivons  à  présent  l'équation  (63),  qui  est  la  même  que  l'équation  60), 
sous  cette  forme 

,     I  \  '  r  R  +  2  a.r  -h  ■?  l) 

\  j'y  2r      R  -î-  nx  H-  6  —  cz 

et  appliquons  le  théorème  V  pour  en  trouver  l'intégrale  générale.  On 
voit  immédiatement  qu'on  a 


(65)  03  = '-    et     6  = 


R  -+  211X  -h  2I/ 


y'  '  2y     Y\.  -\-  ax  -\-  b  —  cz 

d'où  il  suit 

djr       <Sy'  ~ 
Cette   relation  ayant  lieu,   le  corollaire  au  théorème  V  nous  enseigne 
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qu'après  l'élimination  de  y' 

est  une  différentielle  exacte,  et  que 

est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (60),  «o  étant  une  constante  arbi- 
traire. Jlais  à  l'aide  des  formules  (64)  et  (65)  nous  aurons 

I 

do  do      dy'  ^AtY 


dx,         Ay'    da,  ■i.ay-\-{\  —  r)y'.R 

d'où 

—  I 
(66)  -i-^  (di-  —  r  d.r   = i-^i— ! /  "^      -,  ^   '■ 

En  même  temps  la  formule  (64),  qiit>  nous  pouvons  écrire  sous  celte 
forme 

(67)  j'.  )■-'.  j'-'.  R  =  a,  ij'-r' ;  -  2'î- 

nous  donnera  j' ■  J~^  exprimé  en  j''~'.U,  savoii 
(68)  j'.j-''  =  tj(j-.R,a.j  =  ^r. 

d'où 

(69)  {A=j-{4. 

et  partant,  à  l'aide  de  la  formule  (64). 


R=j.[«. 


(70)  j'.R=j.La,  (ct)' -  artj. 

Cela  posé,  en  vertu  des  formules  (66  s  (69  )  et  (  70)  cjue  nous  venons  de 
trouver,  nous  aurons  l'intégrale  générale  cherchée  (après  avoir  sup- 
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primé  le  facteur  r) 

r  -"-^^^ 

I      -=«2, 


ty       (i  —  r)  a,-\- 2ar.[a) 

OU,  en  vertu  des  méthodes  connues, 

.711       l-(.T,J,«,;-      /)_+  ^ Ujr^cC,, 

J      \  u\[\  — r)'j.,-^iar{rz)     '']) 

a,  et  (Zj  étant  deux  constantes  arbitraires,  et  avant  posé,  pour  abréger, 
(7^)  C —  =  F  [oc,  j,  ce.)  =  F, 

OÙ  l'intégration,  se  rapportant  à  la  seule  variable  jc,  doit  être  etïectuée 
comme  si  y  était  constante. 

D'ailleurs  \\  est  très-facile  de  démontrer  que  l'expression  sous  le 
signe  d'intégration  dans  l'équation  (71) 

_i -, _ — —  =  s 


\(l  —  r)  a,  +  2«r  !ct 

est  une  fonction  de  la  seule  variable  y.  En  effet,  différentions-la  par 
rapport  à  j:,  nous  aurons 

J ^^^1 

àx    '~ -^  d.r  il.r.tl/' 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (72), 


(et}'\(i  —  r)7.,H-3«r(CT)      ''/ 
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3o3 


a,  —  'xa{7S^    '■=^-R.(f3)    '' —{ j')      '.  R. 

]  I 

ce  qui,  substitué  dans  i'équation  (73),  donnera 


[y')      ''.CT. 


■r)  a,  -f-  '>.ar[xs') 


De  plus,  par  la  différentiation  partielle  de  l'équation  {61)  par  rapport 
à  .r  et  par  rapport  à  )■,  nous  aurons 


f/R 


(R-2CZ) 


R  +  ajT  +  6  —  cz 


rfR_  (i  —  r).R(R-4-  lax-^ih) 


^•^'•dy  = 


R  -t-  nx  +  6  —  cz 


ce  qui,  substitué  dans  l'équation   (74),   en    t'ait   évanouir    le  second 
membre,  de  sorte  que 

A. 


=  o, 


ce  qui  montre  que  ^est  tout  à  fait  indépendant  de  .r. 


(75) 


§  XIV. 

EXEMPLE    IV. 

Trouver  Vintégrale  générale  de  l'équation  clifféreniielle 

y" 


(a  -f-  2  bf  4-  cj'')' 


=  ^-yu:. 
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où,  pour  abréger. 

( ^6)  z  =  ax"^  +  1  bxj  -!-  cy-  +  2  e^-  --1-  2j^  -+-  g. 

Faisons 

/       k''  =  ac-h-., 

^^^^  JF(z.)=//(z).dz.; 

et  soient  /h  et  n  tels,  que 

(78) 


am  -\-  bji  =  e. 
hm  +  en  =^  y  ; 


après  avoir  multiplié  l'équation  (75)  par 

%[{n  +  bj')x  +  (/;  +  cy')Y  -^jj'+  e]  dx  =  dz, 
nous  aurons,  en  intégrant, 

(79)  /    ^    ■  ,         ,-=^F(zj-f-(y.., 

y»  -H  2  &j   -t-  rj  = 

ce  qui  est  une  intégrale  première  de  l'équation  (75),  «,  étant  une  con- 
stante arbitraire. 

Mais  la  formule  (76)  peut  aussi  être  présentée  sous  cette  torme 

^^^":f"-^^'"^-/-^A-./(z), 

d'où  il  suit  qu'en  appliquant  le  théorème  VI  nous  aurons 

(80)  yc.  _^.±^,,    ■i>  =  ..A^y(z), 


et  partant 


disj  d^ 

Ax 


(?) 
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En  observant  qu'en  vertu  des  formules  (79)  et  (80)  on  a 

di^  dnj      dy'  /'.  y' 


da,         ày'     lia,         x[a -\- by') -^  y  [h -\- cy')  -\-fy' -\- e 

il  résultera  du  corollaire  au  théorème  VI  qu'en  supprimant  le  facteur 
k"^  l'intégrale  générale  de  l'équation  (yS)  sera 


J   -^(^ 


ày  — y'  à^ 


+  */)  -H  J  (^  -+-  <:y']  -^fy'  +  e 


«jetant  une  constante  arbitraire. 

A    présent   effectuons    l'intégration    indiquée.    D'abord,    attention 
faite  aux  relations  (78),  nous  aurons 

A     ',rr  tnno  ^•'^ -J"  O" +/   _  /' [  (.r  + /»)  d  J  -  (  j  +/?)d.r] 

U  »  tU  c  laiJL:  — r~, ; —  — ; :; 7: ;: 5 

"     fi  [x -h  m)  nx' -{-  2b.ry -{- cy^+ y.fy  + -icv +//1  +  em 

d'où,  en  intégrant, 

dx  +  cy-i-f .      r  {x-\-m){\y — {y-\-n)d.r 


arc  tant 


J    '' 


A  {x  +  m)  '  J   ax-  +  2  bry  -i-  cy''  -J-  ify  -\-  lex  -\-fn  -f-  cm  ' 

laquelle  équation,  ajoutée  à  l'équation  (81)  multipliée  par  A',  donnera 

éjc  +  cr-t-/  rV  dr  —  y' àx 

arctang  -^i — - — :— +  k.  \  \  ; 

k[x-\-m)  J    V.x{"-^ljy')-\-y{b-\-cf)+fy'^c 

(.r  +  m)  Ay  —  (jT  +  ")  djr 


ax''  4-  2 bxy  +  f r^  +  "ijy  +  lex-Jrfn  +  i 


-       =   «2 


Réduisons  ici  les  deux  fractions  sous  le  signe  d'intégration  à  un  même 
dénominateur.  En  posant,  pour  abréger, 

(82)  ^  _  .r  (^  +  by'  )-i^y{b  +  cy'  )  +  fy'  4-  e 

k  [x/ —  y -\- my' ~  n)  ' 

nous  aurons,  attention  faite  à  la  formule  (76), 
/83)        ..^...^J^-^'r+f       ■ 


5)         arctang^^  +  ^^Y-'-T- 

'  ^    k  [x  -^  m)  2    J   2 
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D'ailleurs  la  formule  (Si)  donnera,  à  l'aide  des  rehitions  (7H), 


, ,  l  '.y  —  J  +  '".)■'  —  "  \  ' 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  forn'.idu  (;;9), 


2    ,    .  _  "  —  s  +/«  +  ^'" 


tl'où  enfin  il  résidtera 


V'j  —  S  -V^fit  -t-  cm  —  /  - .  [F  (^  : )  +  x, 


Celte  valeur  de  -  étant  substituée  dans  i.i  formule  (H3),  et  ayant 
l)Osé,  pour  abréger, 

nous  aurons  pour  l'intégrale  générde  de  la  formule  (75) 

arc  (aiiff  — ,-— ~— f-  ±  - •  1' .  [''ix'  -\- 1  bxy  -h  cy  -H ■>. /r+  -i  r.r4- 1;,  a,  )  ==  a,. 

(z,  et  «2  élanl  deux  constantes  arbitraires,  et  les  valeurs  de  k  et  de  m 
étant  données  par  les  formules  (77)  et  (7^1).  Si  A"  devient  imaginaire, 
les  réductions  nécessaires  se  feront  sans  aucune  difficulté. 

§  XV. 

Dans  nn  i\iémoire  de  M.  Liouville  :  ■■  Remarques  sur  une  classe 
d'équations  différentielles  »  {Journal  de  M cahéinatiques  pures  et  appli- 
quées,  t.  XIV,  p.  aaS),  IMilustre  auteur  a  réussi,  par  des  sid)stilu- 
îions  très-ingénieuses,  à  faire  voir  une  propriété,  auparavant  incon- 
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mie,  clf  l'équation  du  troisième  onire 


=  /(^)-f(?(-)-JÏ 


d.tti  (i)  .-f— , 
d.r- 

savoir,  (/«e  l'intégrale  complète  est  toujoiirsjacile  à  obtenir  par  quadra- 
tures dès  qiion  donne  une  intégrale  première.  Or,  et  cette  équation  et 
celle  plus  générale  dont  l'auteur  fait  mention  dans  la  fin  de  son 
Mémoire,  ne  sont  que  des  cas  spéciaux  d'un  groupe  très-étendu 
d'équations  différentielles  du  troisième  ordre,  qui  jouissent  toufes  de 
la  même  propriété  remarquable. 

Quant  aux  équations  différentielles  du  second  ordre,  qui  inanqueut 
de  la  variable  indépendante,  il  est  connu  depuis  longtemps  que  leur  in- 
tégration ne  présente  pas  plus  de  difficulté  que  celle  d'une  équation  du 
premier  ordre.  Nous  ferons  voir  ici  qu'il  y  a  encore  une  grande 
classe  de  pareilles  équations  du  troisième  ordre{  où  il  manque  la  va- 
riable indépendante)  qui  se  distinguent  par  la  propriété  analogue, 
que  leurs  intégrales  complètes  sont  toujours  faciles  à  obtenir  par 
quadratures,  dés  qu'on  a  trouvé  une  seule  intégrale  première. 

En  effet,  considérons  dans  les  théorèmes  V  et  VI  la  variable  x 
comme  fonction  de  /,  et  faisons 

<ix        <!/=' 
d'où  il  suit 

àx 

donc,  les  substitutions  étant  effectuées,  eu  mettant  x  au  lieu  de  t,  et 

J'i  y'i  j"  ■"'  ''^"  ''^  "^i  "^'1'  ■^'   [y'  ^'^  y"  t'éslgnant  comme  à  l'ordinaire 

-—  et  -r^l,  on  obtieudi-a  ces  deux  théorèmes  remarquables  : 
dx         (u'y  '■ 

Théorème  \'1I.  —  Soient  9  et  6  deux  Jonctions  qiidconques  de  y, 
y ,  y'\  et  soit 

(84)  '^i^=.Mj,r,j") 


39.. 
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une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  dont  on  a  trouvé  V inté- 
grale première 

(a,   étant  la  constante  arbitraire);  olois,  après  l'élimination  de  y" , 
V  expression 

deviendra  une  différentielle  exacte,  et  Vintégrale  seconde  de  iéqua- 

tion{8^) 

(85)  Joi^.g(j'clj'-j"dj)==const. 

se  réduira  à  des  quadratures,  pourvu  que  DM.  soit  une  solution  quel- 
conque de 

du/      dlogOiL  dti/  c/ij/ 

A  y"  à.r  {\y'  iX  y"  ' 

OM,  ce  qui  revient  au  même,  que 

311-  =  e^      ^''^'    '''"'  '^^". 
Corollaire.  —  Dans  le  cas  de 

d^    _     d-i/ 
A  y'         A  y" 

ce  quia  toujours  lieu  si  ^  n  est  fonction  que  de  y  el  y",  et  quen  même 
temps  iji  ne  soit  Jonction  que  dey  ety' ,  l'expression 

j7;(j'dj'- J"«lj) 

deviendra  toujours,  après  V élimination  de  y" ,  une  dijjérentielle  exacte, 
et  Vintégrale  seconde  de  la  formule  (84) 

pourra  toujours  s'effectuer  par  quadiatures. 
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Pour  avoir  l'intégrale  complète,  il  suffit  d'observer  qu'on  aura  pai- 
l'équation  (85) 

F  (j^ /'«<)  =  «2. 

ce  qui  donnera 

J' =  d7  =/.(/>  «n  «2), 

d'où  l'on  aura  enfin  l'intégrale  complète 

a,,  cf-i  et  «3  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Théorème  VIII.  —  Soie?it  y  et  ij;  deux  fondions  quelconques  de  y. 
y  et  j" ,  et  soit 

(86)  '-^^f^^=j".1'(7,j',j") 

U7ie  équation  différentielle  du  troisième  ordre  dont  on  a  trouvé  l'intégrale 
première 

(a,  étant  une  constante  arbitraire)  ;  alors,  après  l'élimination  de  y" , 
l 'expression 

deviendra  une  différentielle  exacte^  et  l'intégrale  seconde  ^e  (  86) 

(87)  /p-£,(jr'cl/-j"dr)=const. 

se  réduira  à  des  quadratures,  pourvu  que  3TL  soit  une  solution  quel- 
conque de 


•-—  —  y'    -^  -+-  =  O 


'\T 
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ou,  ce  qui  revient  an  même,  que 

(88)  31-0  =  e^         L  \rl]       \,  J 

Corollaire.  —  Dans  le  cas  de 

ce  qui  a  toujours  lieu  si  o  ti' est  jonction  que  rie  j'  et  y" ,  et  qu'en  même 
temps  'I  ne  soit  Jonction  que  dej  ety' ,  l'expression 

— n  •  -T-^ (  r  f I  r  —  r  a  y) 

y       da,  ^-^        •'  -^        -^ 

deK'iemlra  toujours,  après  l'élimination  de  j" ,  une  différentielle  exacte, 
et  l'intégrale  seconde  de  l'équation  (86) 


fy  '  jÎ  (^^''  ''^"'  ~^"  ''-^^  ^  ^""' 


pourra  toujours  s'effectuer  par  quadratures. 

l'our  avoir  l'intégrale  complète  de  la  proposée,  il  suffit  d'observei' 
qu'on  aura  par  l'équation  (87) 

I'    (j'    J'^    «.)   =    =«2, 

d'où  l'on  conclura  sans  difficulté 

a,,  a,  et   «3  étant  trois  constantes  arbitraiies. 

Appliquons  à  présent  le  théorème  VIII  à  la  solution  du  problème 
suivant  : 


PURES  Eï  APPLIQUÉES. 


3m 


Tromper  une  courbe  telle,  que  pour  chacun  de  ses  points  le  pro- 
duit de  rordonnée  et  de  la  snus-tan^ente,  multiplié  par  le  rajon  de 
courbure  de  la  développée,  soit  une  fonction  quelconque  de  la  normale. 


Solution.   —   Soient  ABC  la  courbe  cherchée,  A'B'C  sa  développée, 


le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  ABC, 

(89)  A'A"=p,  =lim— '  =  ^ 

le  rayon  de  courbure  de  la  développée  A'B'C, 


(90)  ^=js^+f'- 

la  normale  de  la  courbe  ABC;   le  problème  conduit  à  cette  équation 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

p'  _  y' 


?      ?-j 


v./»- 
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Or,  en  vei'tu  de  l'équation  (89)  on  a 

i  A  m  d       r  H T- 

-  ^  —  -  -  -  3j'  -  7T7FT,  •  (i  +  jr'=)  =  ^ — 


p  pdy         df  ■^  (/")'     ^  -^      '  dx 

ce  qui  donnera 

dx  p7'  ^^'^     -^   ^r;:7.     .' 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même, 
En  multipliant  cette  formule  par 

•/  /"  Jj'r"  •  d  r  ' 

ce  qu'on  obtiendra  sans  difficulté  de  l'équation  (90),  on  aura 

(,^^).(,^^)=/_^,„„ 

d'où,  en  posant,  pour  abréger, 
on  aura  par  l'intégration 


(93)  y+i:^  =  ^Y{v)+a,. 

Or,  après  avoir  trouvé  une  intégrale  première  de  l'équation  (91),  la 
forme  de  l'équation  (92)  nous  porte  à  en  chercher  l'intégrale  com- 
plète à  l'aide  du  théorème  VIII.  Pour  cela,  nous  observons  en  premier 
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lieu  qu'on  a  ici 

y 

7r'-/{") 


(j,.?-',  r")  =  r  + -^  =  VF  M  +  <^-M 


il  où  il  résulte 


da,  2  v' F  (<')+«, 

fia  fi-f  d^lt 

Déplus,  la  formule  (88)  donne 

donc,  en  vertu  du  théorème  VIII,  nous  aiuons  l'intégiale  seconde  de 
l'équation  (91  ) 


(94) 


OÙ  l'intégration  pourra  facilement  s'effectuer  par  quadratures.  En  effet, 
à  l'aide  de  réquation(f)3)  nous  aui'ons  par  l'équation  (94) 

^    _   r\/F(..)+a,  — /F    y'Ay'  v/i  +  r".djr  "1 

J     \/f(c)  +  «,    L v' -tï"-      v^f(<')  +  «i— r J' 
c'est-à-dire 

j  Vf{-)  +  «.    Vv'n-.r"  -^      -^ 

et,  en  vertu  de  l'équation  (90), 
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moyennant  quoi,  en  posant,  pour  abréger, 

r     '1" 

J   \/F(vj  +  «, 
l'intégrale  seconde  de  l'équation  (gi)  prendra  la  forme 

Cette  équation,  étant  résolue  par  rapport  à  ^^,  nous  doiniera 

ç  =z  zs  (_/,  a, ,  a.^)  =  37 , 
d'où  il  vient 


V'+j''  =  -' 


Ay  ^   y/u  -j' 


ce  qui  donnera  enfin  pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (91 

ydy 


"■=/; 


«I,  «j  et  «3  étant  trois  constantes  arbitraires. 

§  XVII. 
Soit 

(p(x,  r,  .r')  =  o 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre;  elle  peut  toujours  être 
considérée  comme  un  cas  spécial  de 

«p(x,j,j')  =  « 

(pour  a  =  o),  qui  différentiée  donnera 

dq> 
a  j: 
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Or,  à  cause  de 

r/o 
av. 

les  théorèmes  V  et  VI  nous  enseignent  que  les  expressions 

oiv  {Aj  —  y'  Ax) 


et 


_(clj_j'd^) 


sont  des  différentielles  exactes,  pourvu  que 

Noms  aurons  donc  ces  deux  théorèmes  concernant  l'intégration  des 
équations  du  premier  ordre  : 

Théorème  IX.  —  Soit 

(gS)  y(.r,  j,  j')  =  o 

wie  équation  dijférent telle  du  premier  ordre,  et  soit  Sïl  une  Jonction 
de  X,  j  et  y  telle  que 

(96)  SK  =  eJ       ^''    ''^'^; 
alors  l'expression 

(97)  3iv(dj-/djr) 

sera  une dijjérentielle exacte^  et  l'élimina/ ion  de  y'  entre  l  équation  (gS)  et 

I  3XL{Aj  —  j'd^)  =  const. 

donnera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (gS). 

40.. 
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Théorème  X.  —  Soit 

(98)  a'.r,  )-,/')=  o 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  soit  Ofo,  une  fonction 
de  X,  y  et  y'  telle  que 


(99)  3T^ 

alors 


(100)  — -^  [dy  —  y' àx) 

seraune  différentielle  exacte,  et  l'élimination  de  j' entre  l'équation' ^%)  et 

I  — ;-  [(ij  —  y  dx)  =  coiist. 
donnera  V intégrale  générale  de  l'équation  (98). 

§  XMII. 

On  peut  très-facilement  vérifier  ces  deux  théorèmes.  En  effet,  3TL  et 
31V,  étant  des  fonctions  de  x,  y  et  y\  pour  que  les  expressions  (97) 
et  (100)  soient  des  différentielles  exactes,  il  faut  et  il  suffit  que 

.         ,  rfOK         d?\^     rlv'  ,  [(I3XL         d3V\.    dY'\  dy' 

(loi)      -j — i--r^-j-+r    -1 — h -p-r  • -r-    +  •■•i"'- •  7- =  " 


et 


,     I    /</31L        rfOR.   dy'\  11'/  rfOrt         d'3^     dy' 

(102)   -A- ^-r-r-T-]  -+-311  .—. h h  -f— ,  ■  -f-  = 

'   y'  \i\x  ay     ax  j  dx  A  y  Ay      ay 

Or,  en  observant  que 


„         dy'  ,     dy' 
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et 

dOK.        d3\h     ,        diWi.        „        dOK. 
(Ix  ay   -  (1  )-       -^  ax 

les  formules  (loi)  et  (102)  peuvent  être  présentées  sous  la  forme 

df 
d.r 


d  logOn^         dy' 

—r-~  +  .r-  =  o, 


^(7) 


d  losaU/  \  r' 

-"         '         ■'      —o; 


dr  d 

d'où,  en  remarquant  que  1  équation 

donnera 


d  jr          d  >  ' 

dr' 
'dj- 

d<f                   do 

■'(7) 

"■^(7) 

dx 

nous  aurons 

logaiL  =   j  dx 


d<f    _  f/ç  \ 

ii_r  ■  d/'J 


ce  qui  revient  au  même  que  les  formules  [96)  et  (99^ 

§  XIX. 

A  présent  nous  allons  appliquer  ces  deux  théorèmes  à  l'intégration 
de  diverses  classes  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  qui 
me  semblent  mériter  leur  place  à  côté  de  celles  qui  ont  déjà  été  1  objet 
des  recherches  des  analystes. 
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EXEMPLE    I. 


Problème.  —  Trouver  la  courbe  qui  divise  In  portion  de  la  normale 
située  entre  les  axes  des  coordonnées  [*]  en  deux  parties  telles,  que  l'une 
soit  /onction  quelconque  de  l'autre. 

On  verra  sans  difficulté  que  la  condition  donnée  conduit  à  cette 
équation 


(io3)  7s/>-+-(j')^  =  /0-Vi  +  (J'r)' 

ou,  ce  qui  revient  an  même, 
(io4)  J-j'-^{")-^  =  o^ 

en  posant,  pour  abréger. 


Pour  trouver,  à  l'aide  du  théorème  X,  le  facteur  propre  à  l'intégration, 
nous  observons  que 

(io5)  o  =  ry  .■^(u)  —  X. 

En  différentiant  (lo^)  nous  aurons 

cj'(k).  ■)■>'-' I  dx  X 

y'i  +  (  v'i'~rj'   <'.iog(jr4-jr')      rr'' 
dou,  en  ajoutant 

il  suit 

(io6)  st(«)  +  sî'(m).      ^y         —    ^ 


\/l-r- (:>•')'         yf     d.log(j;-Hjj'y 


[*]  Nous  supposons  toujours  les  coordonnées  rectangulaires. 
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Or  la  formule  (io5)  différentiée  partiellemenl  donne 


et  de  plus,  à  l'aide  de  l'équation  (106), 


-(7). 

d'où  l'on  aura 


1; _   _     ,,2      d^ Ay 

\\~        J      'ày~        dlog(x-t-j7'/ 


(lo         c/<ji  dlog(j;+/r') 


d  j;  ■    .  /  I  \  d  / 


\7 
et  partant,  en  vertu  de  l'équation  (99), 

ûTl,  =  jc  -^  Jj', 
ce  qui  donnera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (io3) 

Mais  on  trouvera  sans  difficulté 


est-à-dire 

/-c  •+-  yr'  ,1  ,  1     \         T'  —  ^'  ,  .      ('  -"^     7^   j 


à  cause  de 


f.à{x+jf)  =  sji-\-  f\àu. 

En  posant  donc 

(107)  \  f  (u)Au  —  Y  {u), 
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on  aura  euCm,  à  l'aide  de  l'équation  (io3), 


(  'o8) ajr'  +  F  {j.  \/i  +  j'-)  —  const. 

En  éliminant  y'  entre  cette  formule  et  l'équation  (io3),  on  obtiendra 
l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

§  XX. 

EXEMPLE    II. 

Pkoblème.  —  Trouver  une  courbe  telle,  que  pour  chacun  de  ses 
points  In  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente  soit 
égale  à  une  jonction  fjuelconque  de  la  normale. 

La  condition  donnée  conduira  immédiatement  à  cette  équation 
différentielle 


xy  —  y 


/(jy'.+j'S), 


VH-7' 

dont  nous  allons  chercher  l'intégrale  générale.  En  elfet,  en  supposant 
et  comme  ci-devant 


l'équation  (107)  pourra  être  présentée  sous  cette  iorme 

(109)  r;![u)-j[xy'  -j)^o. 

Pour-  avoir,  à   l'aide  du  théorème  X,  le  facteur  d'intégration,  nous 
observons  que 

{loçt  bis)  o  —  -c!{u)-j{xy'—j). 

En  différentiant  l'équation  (log),  nous  aiu'ons 


'iio) 


SI   ["}  ■  y    x>-  '  +  xyy   —  J7 

^i-\-y"  ~     '  -¥r"  +  r.r" 
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La  formule  (109  bis),  différentiée  partiellement,  donnera 


dx 


^^9       —  _  ^'i    ^  _  ..,2  r^,.         'p'inj.rr'l 


ou,  à  l'aide  de  la  formule  (i  10) 


M-, 

\    Y 

d'où  il  suit 


(11)  .      d'^       _        cl  log(j--i-j7') 


''(7) 

On  aura  donc  le  facteur  d'intégration 

oiv,  =  — ^ — -,-, 
ft  l'intégrale  cherchée 

I  ^ ^ — r  =  const. 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r        yày  r     Ax 

\    l-r—^ r-  —     I    -j  =  const. 

./  yy  (•^  +  /j  ;      J  ^-^yy 
Pour  effectuer  l'intégration  indiquée,  nous  observons  que 

r    d.r  ,      ,       ,        ,^        fflirr') 

d'où  il  résulte 

const.  =  -  log  X  4-  >■)■'    +  -•  /  -  ,-r-r^- 

)  &V  .    /    ;  2    J    yy'{x^yf) 

(lll)       <  ,       .      , . 

=  —  logl x  +  yy')  +      -'   ^       •,, —        M 
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Or  nous  aurons  en  général 

Ty'  {^r  -+-  jr;  ')  =  i/\,i+  7  ~'^      ' 

L        V' -+-.)'•  J 

et  partant 

Jj'ix+ry')  =  n[n-{-f{u]], 

ce  qui,  substitué  dans  l'équ.'^tion  (i  i  i),  donnera 


(112)  F  (j-\  I  -i-r'-)  —  \og{a:  +jj')  =  const., 

en  posant,  pour  abréger, 


L'élimination   de  y  entre  la  formule  (112)  e!  l'équation  proposée 
donnera  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 


§  XXI. 

EXEMPLK     m. 

Problème.  —  Trou^'er  la  courbe  où,  pour  cliacun  de  ses  points,  la 
perpendiculaire  abaissée  de  Vorigine  sur  la  normale  divise  la  portion 
de  la  normale  entre  la  courbe  et  l'axe  des  ordonnées  en  deux  parties 
telles,  que  l'une  soit  toujours  une  fonction  quelconque  de  Vautre. 

Posons,  pour  abréger, 


"  =  —  •  \  '  +  ? 


'■.'■  —y      ...      y 


vï+7 

d'pu  il  suit 

(r  i3)  n—  V  -^  (v; 
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la  condition  donnée  conduit  immédiatement  à  cetle  équation 

{••■■.)  »^ -/(»■), 

laquelle,  en  posant 

y  ("')  =  —. — "'' 

pourra,  à  l'aide  de  la  formule  (i  i3),  être  présentée  sous  la  forme 

Il  5)  j^  =  _L_L, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(ii6)  r;,[w)-y{^y,+j)  =  o. 

Pour  en  trouver  le  facteur  d'intégration,  soit  l'équation  (i  .'5)  résolue 
par  rapport  à  xr,  ce  qui  nous  donnera 

iV   =  CT,  (/f), 

d'où  l'on  aura 

Cela  étant  ainsi,  on  pourra  écrire  l'équation  (i  i6)  de  cette  manière 

("7)  ®2(«)-  A(^+j)  =o; 


la  variable  j-  ne  se  trouvant  point  dans  u,  le  théorème  IX  nous  don- 
nera bien  facilement  le  facteur  propre  à  l'intégration.  En  effet,  en 
observant  que 

nous  aurons 

(if  X 

dj  ~       y' 

4i.. 
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et 

De  plus  l'équation  (117)  différentiée  nous  a  offert 

X  ct',  [u]         2j'  ,  dj- 

,  =  — r  +  jcj  —  xy -: 

v^'+-^"    •''  ■    ciiog(-i;+j) 

ce  qui,  substitué  dans  l'équalion  (118),  nous  donnera  immédiatement 

(la  X  <\x 


d/  y' 


d  lOL'       — 


d'où,  en  vertu  de  l'équation  (96),  nous  aurons 

m=— ^ 

X 

L'intégrale  complète  de  l'équation  (1  i4)  deviendra  donc 

/dj— 7'd.r  _      r_^ r  X'àx  ^ 


const.  = 


ou,  à  cause  de 

Ay 


h 


=  log  (  7, 


(•■9)  Î"g(7+J)-     /    -^. =  const. 


—  -f-  r 


Or,  en  observant  que 


d  [y)  -^yàx  =  v'i  -f-J>■'^d//, 
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on  aura,  à  l'aide  de  l'équation  (ii3), 


(7) 


du'  de 


—  -^y 


ou,  en  vertu  de  l'équation  (i  i4), 


d  lf-\  +_r'dx 


/'(»•). d<v 


ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (1  19),  donnera 

log  (  —  +J')  —  logiv  —  F(iVi  =  const., 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(120)  ilog(i-^j-'^)  -  F  (    -^- )  =  const., 

en  posant 

Enfin,  en  éliminant  y  entre  les  équations  (ii4i  et  (120)  nous  aiu'ons 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (ii4)- 

§  XXII. 

EXEMPLE     IV. 

Probl>;me.  —  Trouver  une  courbe  telle ,  (jue  la  troiiièine  propor- 
tionnelle à  Vahscisse  et  à  l'ordonnée  soit  toujours  égale  à  une  fonction 
quelconque  de  In  sous-normale. 

La  condition  donnée  conduit  immédiatement  à  cette  équation 

(121)  j^  =  x.^[yy% 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci 

(122)  j'-J{jj')-^  =  ^, 

si  l'on  pose 

St(2.)-/(z)  =  I. 

Pour  en  trouver  le  facteur  d'intégration,  on  verra  sans  difficulté  que* 
le  théorème  X  est  le  plus  convenable  ;  en  effet,  on  a 

d'où  il  suit 
et 

da        1^      da  ,.,  , 


d 


M 


àf 


En  différentiant  (122)  on  obtiendra 


•2      3    ^/       (y  —  2.r/').r"  ,1  y  \ 


f—) 


d  lot;  (  ^  —  2x 

\y 
ce  qui  donnera 


dy 


'[?)     '^'°«(7-^-) 


En  vertu  de  l'équation  (99),  on  aura  donc  le  facteur  d'intégration  , 
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et  l'intégrale  générale  de  l'équation  (121) 

r\    dr — )'clx  r*  d>-  f       (l.r 

const.  =    /  — ;  — = =    / —     / -• 


Or,  en  avant 

p  Ay         yAy' 
=  -  log   '  " 


/: 


dj:  I,         I   Y  \  I  I         /■  y' 


on  trouve  sans  difficulté 


logU -,..)+    r__iLtolL^=  const. 


'*i^ 


et  enfin 


(i23)  lo£;(— ,  —  2x)  +  l''(>7')  =  const., 

en  posant,  pour  .ibréger, 

j     C[,  -23/(3)]  ^^^^  j.[ 


.[^:3)-23] 


L'élimination  de  )  '  entre  les  formules  (121)  et  (i23;  donnera   l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (121). 


§  XXIIL 

EXEMPLE    VI. 


Problème.  —  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  normale  soit  toujours  égale  à  une  Jonc- 
tion quelconque  du  rajon  vecteur. 


La  condition  donnée  conduit  immédiatement  à  cette  équation 
X  -f-  yy' 

\jTTy 


'^■'0  f=^=y>^+7 
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Pour  en  trouver  le  facteur  d'intégration  à  l'aide  du  théorème  IX,  nous 
observons  qu'on  a 

V  14-  r  ' 
et  partant 

ri  'j  xy'  —  Y 

^"(.4-/'^)^' 

En  différentiant  l'équation  (124)  on  obtiendra 

ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (isS),  donnera 

do  I  +  r '• -(-x>"     y  —  xy'    y  —  ^y'      dlog  (x-i-jr') 

d '■  ^  •^4-J'j'         ,  ,,,4        /  /  .4  •' '■ 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (96),  on  aura  le  facteur  d'intégration 

^  x+yy 

L'intégrale  cherchée  de  l'équation  [iil\)  devient  donc 


/ 


X  4-  y  y 

d'où,  si  l'on  en  retranche 

1/  —  jdx 


d  V  —  y'  àx 

"  7;—  =  const., 


/^ 


on  aura 


..6)  arc(tang=.j)-ijB.^=: 


const. 
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en  posant,  pour  abréger, 

(127)  r^  —  x^  +  r^,     B  = 


D'ailleurs  on  trouvera  sans  difficulté 

x'  +  ^2 


B=+   I   r= 


d'où,  en  vertu  de  l'équation  (124),  on  .tara 


ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (12G) ,  donnera  pour  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (124), 


(  128)  2  arc  (  tang=  -  j  zh  F  (x^  +J''')  =  const. 

en  posant,  pour  abréger, 

(•29)  J- — rj\zy =F(z). 

Corollaire  I.  —  Soit,  comme  à  l'ordinaire, 

ds^  =  dx*  -hdj-"^, 
et  de  plus 

on  a  immédiatement 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Tome  VU  (2'  série).—  Septembre  1862.  42 
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d'où  il  suit  qu'en  remplaçant  dans  l'écjuation  (  129)  /{:)  par  — rrr~\'> 

c'est-à-dire  qu'en  faisant 


qu 


J^V4Mf(^'r-'  =F(z), 


la  formule  (  128)  déterminera  aussi /rz  courbe  dont  l'aie  est  toujours 
égal  à  une  Jonction  quelconque  du  rayon  vecteur. 

Pour  vérifier  la  formule  (  128)  dans  lui  cass|)écial,  taisons 


c'est-cà-dire  cherchons  la  courbe  dont  l'arc  est  toujours  rjjal  au   rayon 
vecteur.  En  effet,  à  cause  de 

(f  (z)  =  v'z» 
on  aura 

et  partant 

F(z.)  =  const. 

L'équation  de  la  courbe  devient  donc 

2  arc  (tang  — -)  =  const., 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

y  =  .V,  .X. 

Corollaire  II.  —  En  faisant  dans  l'équation  (laq) 


/(:■)  =  V  :- [y,  (^)!% 

l'équation  (124)  sera  changée  en  celle-ci 

7==4,=y.i-^-+.'-) 
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dont  on  a  l'intégrale  générale 

(i3o)  2  arc  (tang  =  -  j  ^i  F,  (.t- -f- j-^)  =  consl.» 


^■('i=  IttB 


y;  (3)  de 


Cette  formule  flonnera  la  courbe  où  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  tangente  est  toujours  c'j^olr  à  une  fonction  c/uelconque 
du  ra)  on  vecteur. 

La  formule  (i3o),  que  nous  venons  de  trouver,  s'accorde  parfaite- 
ment avec  celle  que  Lacroix  a  proposée  clans  son  Traité  du  calcul 
différentiel  et  intégral,  t.  II,  p.  292. 

§  XXIV. 

EXEMPLE    VI. 

Problicme.  —  Trouver  la  combe  où  la  perpendiculaiie  abaissée 
de  Vorigine  sur  la  tangente  est  toujours  une  fonction  quelconque  de 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  normale. 

La  condition  donnée  conduit  immédiatement  à  l'équation 

I  3  I  )  —     ^    I 


Supposons 


u  = 


V^i  +1"  V^i  +  J' 

d'où  lions  aurons 

ii'^  -h  v'^  =z  ,r^  +  j- , 

et  partant,  en  vertu  de  l'équation  (i3i), 

'■'  +  [/(")?  =  ^'  + J'' 


42. 
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laquelle  formule,  résolue  par  rapport  à  v,  donnera 


,2     ,       ,-2\ 


Lequalion  ([3i)  pourra  donc  être  présentée  sous  la  forme 

5j(z)  étant  l'expression  de  i'  en  z  qu'on  obtient  par  la  résolution  de 
l'équation 

A  l'aide  des  formules  que  nous  venons  de  proposer  dans  l'exemple  V, 
nous  pourrions  immédiatement  trouver  l'intégrale  cherchée;  mais  le 
facteur  d'intégration 


étant  connu  en  vertu  de  l'équation  [i^Shis),  nous  donnerons  ci-apres 
sous  une  autre  forme  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i3i),  en  effec- 
tuant immédiatement  la  quadratiue 


J    ■■^-\-yy 

En  effet,  à  cause  de 

d  /  — y' i\.r         [  y-y  -(-  ,r  )  d  >  ' 


dj- 

const. 


-  d, 


il  s'ensuit 


tlj  —  y'<\x  i\  y'  v'i-I-j'-   1     f  xy' 


et  partant,  en  vertu  de  l'équation  ;i3i),  on  aura  l'intégrale  cherchée 
(  1 32'j  arc  (  rang  =  f)-Y  (-^^M=\  =  const. , 
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en  posant,  pour  abréger, 

et  en  éliminant  j' entre  les  formules  (i  3 1)  et  (i  32). 

§  XXV. 

EXEMPLE    VII. 

Trouver  V intégrale  générale  de  Ve'qimtion  dijjéientiellc 
( . 33 )  X.  j\  (^  +  «;■)  -  f ./  (^  s^-^y^ ■ 

Faisons,  pour  abréger, 


(i34^  "■=^-i-«r,     u=.j,\l\^nY'-; 

nous  aurons,  en  différentiant, 


(  1  34  hls )  V •  +  «j'^ . ch<  =  cl  2 . 

Pour  trouver  le  facteur  propre  à  l'intégration  à  l'aide  du  tliéorémelX. 
écrivons  l'équation  (i33)  sous  la  forme 

^■J\  (2)  -  f-fi^n  =--0,  . 
d'où,  en  différentiant,  nous  obtiendrons 

(•35)      ;^===  ^•/;  (^) +/,  (2)  -  «r-/  (z.) .  '-■ 

D'ailleurs,  en  observant  que 

o^x.j\[z)-j'.f[u), 
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nous  aurons 

el,  à  l'aifle  de  l'éqnation  (i35), 

do  j-  ,      ,      d.r 

d  1  -^     ^         az 

et,  yjar  suite, 

r/cp    .     d^  (l./fz) 


d  r  '  d  jr '  f,[z)  Ax 

En  vertu  de  l'équation  (96),  nous  aurons  donc  le  facteur  propre  à  l'in- 
tégiation 


/(=)      ^ 


(7  "^  "■^) 
et  l'intéorale  cherchée 


C à  y  —  >  '  d.] 
const.  = 


rd3-[d(±)+.yd.] 


,.     ,  /  'M  ~)  "^  o.r'dx 


ou.  ce  qui  revient  au  même, 
(i36j 

'Mais  on  a  immédiatement 

{ 1 37 1  d  (  ^  j  +  nj'  d  JT  =  ^—  •  /<  d  a  ; 

donc  en  faisant,  pour  abréger, 

on  aura  enfin,  à  l'aide  des  formules  (i33)  et(i36). 


(i38)  F,  (—  +aj]  -  F(  y,  V'  +  "f']  ==  ^'oiist- 
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L'élimination  de  >'  entre  cette  formule  et  l'équation  (i  33)  donnera  l'in- 
tégrale générale  de  celle-ci. 

Observation  /.  —  A  l'aide  des  formules  (i34)  et  (r34  bis)  on  aura 

uàii  =  — ;  dz-, 

J 

et  partant,  en  vertu  de  l'équation  (i33), 

(I  2  llAll 

ce  qui  donnera  immédiatement  la  formule  (i38). 

Ohseivatinn  II.  —  Si  l'éqtiatiou  proposée  était  de  la  forme 


en  différentiant  on  aurait,  à  l'aido  de  l'équation  {i34  bis), 

[v  I  -+-  fty'-  —  f  ( n)\  d  «  =  o. 
Eu  supposant 

d  u  =  o, 

on  aura  sans  difficulté  l'intégrale  générale 

\V  ~  J  1/^]"  +  '^■^'"  =  ^1 
A  étant  une  constante  arbitraire;   la  suppositioi: 


y '(?*)  =  yi  +  r//- 

donnera  (en  général)  une  solution  singidière. 
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§  XXVI. 

EXEMPLE    VII!. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  Vécjuation  dijfércntielle 
Faisons 

/(■•-'' =717-,^ 

l'équation  (iSg)  pourra  être  présentée  sous  cette  forme 

9  =  {jcr'  —  J-]'"./,  ij)  —  .rf  -  fiy—o, 
d'où  nous  aurons 

rlo  m[xy'  -^-  (ly) 


do  (ta  , 

— '■  H — -  ■  y 

ri  If  àx         ây     -^  (fl-(-i).clj- 

d/  "~  y"  ~       tllog'j' 

En  cherchant  à  l'aide  du   théorème  IX  le  facteur  propre  à  l'intégra- 
tion, à  cause  de 

d'j   _    f/'j  m  -\' a     d  log  r'  '">  y" 

A  y  ■  À  y' 

—  m  .  ■-. -— 


a  -H  1 

d.r 

m  +  n 

d  lof!  •>■' 

(1  -1-  1 

Ax 

a  (m-,) 

ce  facteur  deviendra 

3K=(j')  ''^'    .(ay-y)-'", 
et,  par  suite,  l'intégrale  cherchée 

r  a(n,-,) 

(i4o)         const.  r=  j  (y)  "  +  '     .[a-y-  j)-'"{i\j-  -r'àj' 
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D'ailleurs  on  a  iinmédi:itement 

<]j  —  }■'  (\jc  =  d  [.ry'  —  j)  —  xâj-\ 

ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (i4o)i  lui  fai'  prendre  la  forme 

const.  =  J  [f)  '  ^  '    {.rf  -  j)-"-'  iXixj'  -  j) 


[f]  "^^    .  [aj' -  r)-"' .  x  à  f 


1  —  w 
d'où  en  posant,  pour  abréger, 


(jV-   -777) -F  (y), 

on  conclut 

^         '  i  —  w  n  -I-  I 

L'élimination  entre  cette  formule  et  l'équation  (i  39) donnera  enfin  l'in- 
tégrale chercbée. 

Observation  1.  —  Pour  »;  =  i,  il  faut  dans  l'équation  (i/|  1)  remplacer 


"('"-0 
[y')   "^^    ■  {^y'  —  r 


par     log  [xy'  —  y\. 


Observation  II.  —  Pour  ^(  +  i  =  o,  la  formule  (i4  0  est  en  défaut  ; 
mais,  dans  ce  cas,  l'équation  proposée  appartient  évidemment  à  la 
classe  qui  est  connue  depuis  longtemps  sous  le  nom  adéquation  de 
Clairaut. 

Tome  VII  (2*  série).  —  Octobre  i8Ga.  l\^ 


338  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

§  XXVII. 

EXEMPLE    IX. 

Trouver  Vintégrnle  générale  de  Véquation  différentielle 

(.42)  .ï:^■'-/T=J'^/(7'-^J'0• 

Faisons,  pour  abréger, 


d'où  l'on  conclut 


,  ,     ,     .   d  1  j-  —  /• 

au  ,     I 


=  J' 


Pour  trouver,  à  l'aide  du  théorème  X,  le  facteur  propre  à  rintégration, 
nous  écrivons  l'équation  proposée  sous  la  forme 

ce  qui  donnera 

(■y  cp  , 

D'ailleurs,  en  différentiant  l'équation  (iZj^),  nous  aurons 

ly'' 


.y-—]\--'- 


d'où,  à  cause  de 


■"  _  "Jll  —  l!l .    \       "  ->7  ,  kc  — w)  — i]j-" 

j  ry  (.\x  ry 
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nous  concluons 


r.[^Y.j'[n)  =  ^^'-\:.-r.f) 


d(.r-r^ 


ce  qui,  substitué  dans  l'équation  (i43),  lui  fait  prendre  la  iorme 

d^  ,     [r  (  I  —  m)  —  I  ]  (1  r 

Par  suite,  en  vertu  de  l'équation  (99),  nous  aurons  le  facteur  propre 
à  l'intégration 


on. ,  =  \x  —  r.—, 


•(.-m)-. 


et  l'intégrale  cherchée 


{jc  —  r.—A  .{à  y  —  y'  àx) 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


const.  =     1     '-^ -^-7 r- —, — •    X  — /■  — 

J         (/)'■:-'")-■ 
d'où,  en  posant 


on   obtient,  en  vertu  de  l'équation  (i/js),  après  quelques  réductions 

43.. 
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très-faciles, 


:'44)    Hr-'.r)-^^ii=^  {..■-.-. f)' 


(.-m)-I 

=:  const. 


L'éliiiiinatioii   de    >'  entre  cette  formule  et  l'équation  (i/J^)  nous 
donnera  enfin  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Obseivalion  I.  —  Pour  ;/i  =  i ,  il  faut  remplacer  le  second  terme 
de  l'équation  (i44)  par 

-log(x-r.^). 

observation  11.  —   Si  l'on  a 

/■(i  —  m)  —  \  z=z  o, 

la  formule  1 144)  devient  en  défaut;   mais  dans  ce  cas  l'équation  pro- 
posée prend  la  forme 

(i45)  x)'-rj=y     '.f{u). 

d'où  l'on  obtient,  en  différentiant, 


\jc  —  ru      '._/'(«)  JdM  =  o. 
En  posant  du  =  o,   d'où  l'on  conclut 

OU,  ce  qui  revient  an  même, 

c  étant  mie  constante  arbitraire,   nous  aurons,  en   substituant  dans 
l'équation  (ï45)  la  valeur  de  j"',  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i 45) 

I 

ex  -/[C]  =  /J^ 
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En  posant 

X  —  ru      '' .  J'  [u]  =  o, 
on  aura  (en  général)  une  solution  singulière. 

§  XXVIII. 

EXEMPLE    X. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  r équation  différentielle 

(i46)  /,(.rr'-/7)  =  x./(.r'-.jr'). 

Faisons,  pour  abréger, 

z  =  xf'  —  /■;■,      u  =  a'"'",  j-', 
d'où  l'on  obtiendra  sans  difficulté 
( 1 46  bis )  i\n—  x"'' d z  ; 

la  différentiatioii  de  l'équation  (i46)  donnera 

(147)  ^'"J'['^)=-^-J\{^)~-^- 

Pour  avoir  à  laide  du  théorème  IX  le  facteur  propre  à  l'intégration, 
nous  écrivons  l'équation  (146)  sous  la  forme 

?  =./.(0--^-/(")  ==0, 
d'où  l'on  conclut 


'^=-r.J\i^U 


et,  à  l'aide  de  l'équation  (147' 


ày'  dz 
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Par  suite,  en  ayant 

'^T  .  "^î  d  .yi  (z) 

nous  obtiendrons,  en  vertu  de  l'équation  (96),  le  facteur  propre  à  1  iii- 

tégralion 

et  l'intégrale  cherchée 

rd  V  —  y' d.r  r x'  Au  —  d z 

En  observant  la  relation  (146)  et  en  posant,  pour  abréger, 

on  aura  enfin 

(148)  F(a:'-^  j')  —  F,(^r'— 'j)  =  const. 

Observation  /.  —  A  l'aide  des  formules  (i46)  et  (146  bis)  on  aura 
Au  Az 

îTwy  ~  iTw  ""  °' 

ce  qui  donnera  immédiatement  la  formule  (148). 

Observation  II .  —  Si  l'équation  proposée  était  de  la  forme 

('49)  ^V'  -  'J  =  J{^''"-f)  ^j\'^\ 

on  obtiendrait,  en  différentiant, 

\J\u)-x-^\i\u^o. 


En  posant 

d'où  l'on  conclut 


u  =  :i'~''.  j'  =  c, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  343 

c  étant  une  constante  arbitraire,  on  aura  l'intégrale  générale  de  Téqua- 
tion  (149) 

ex'—  rj=J\c). 

§  XXIX. 

EXEMPLK    XI. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

( 1 5o )  xf  +  aj  -hb=:f{x .f  ) . 

Faisons,  pour  abréger, 

u^x.y, 

d'où  il  vient 

An  =r  {y)"~*  {j'  i\x  4-  nxdj''  j. 

En  différentiant  Téquation  (i5o),  nous  aurons 
(.5.)  /'(»)=.  "^-^'+^"-^''^'^". 

Pour  trouver,  à  l'aide  du  théorème  IX,  le  facteur  propre  à  l'intégra- 
tion, nous  écrivons  l'équation  proposée  sous  la  forme 

?  ~J  (")  -  -^'J'  -  V'  -  b=o, 
d'où  l'on  conclut,  à  laide  de  l'équation  (i5i), 

Par  suite,  en  vertu  de  l'équation  (96),  nous  aurons  le  facteiu-  cherché 
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et  l'intégrale  dont  il  s'agit 

const.  =  J //    "(''+'J-' (d^- —  ^-'d.r) 

=  J  u""'-"^'^-'  dj  —  J  (y) "('■+')-' .  x" "("+';-'  d,r. 

En  intégrant  par  parties  le  second  terme,  nons  aurons  après  quelques 
réductions  bien  faciles 

j  u    "(''"^')~' [xdy -4- (<7  +  I  )  j-'d  ^] 

n  —  i 

^ (.r"^' .  )■  j  =  const., 

ce  qui ,  en  vertu  de  l'équation  (  1 5 1  ) ,  en  posant 

/'  [tt)àu 


/; 


=  F(«), 


(«j"!"-*-')-' 
donnera  enfui,  en  vertu  de  l'équation  (i5i), 


F(,rr"')  -"^"^'^-'•(x-'-r')"^""''^"'  =  const. 

En  éliminant  J-'  entre  cette  formule  et  l'équation  (i5o),  nous  aurons 
l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —   Pour  «=  i,  d  faut  remplacer 


„_,       i-V^'  -f)  par     logC.r-'-'.j'), 

Observation  II.  —  Si  l'on  a 

«  (rt  +  I  )  —  I  =  o,     ou ,  ce  qui  revient  au  même.     «  t= i 

1  équation  proposée  devient 
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qui  différentiée  donnera 

En  posant  du^  o,  d'où  il  suit 

c  étant  une  constante  arbitraire,  nous  aurons  l'intégrale  générale 


Si  l'on  avait  posé 

^' -/'(«)  =o, 

on  aurait  eu  (en  général)  une  solution  singulière. 

§  XXX. 

EXEMPLE    XII. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  Véqiiation  différentielle 
Soit,  pour  abréger, 


53) 


\l  i-{-y'- 


(.54)  i.=  ^^, 

d  ou  il   suit 

id«  ; —  vy"  de    a. y" 

dx  ~  ^           -^  1  _(_ j"  '      dr~i+7"' 

ày'~          i+jr"'  dj'          I +r" 

Tome  VU  (2°  série).  —  Octobre  iSGi.  44 
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L'équation  proposée,  que  nous  pouvons  écrire  sous  la  forme 

{i55  bis)  ç=.„-/,  (;-')./(^)-o, 

donnera,  eu  la  différentiant,  à  l'aide  de  l'équation     i  55) , 

^^'  .+.r"       ^  udy'       /,(/)d/ 

D'ailleurs,  à  l'aide  de   l'équation   (i56),    nous  aurons  de  l'équation 

(i55*w), 


1  suit 

rlo               y'               Vn-j'' 

ày         ^/,  ^y'%    "•"        dj' 

d'où  i 

dr'~           dj'              ' 

-Jl\  ^  _  ''/■(■>'')"1 


'/?      '/?  .r'dr'  d»      ^  d/,(/') 


il  r     d  r'  (i-(-j>-")dx         tiàx  f,[y'].àx 

et  par  suite,  en   vertu   de  l'équation  ^96),    nous  aurons  le  facteur 
propre  à  l'intégration 

L'intégrale  cherchée  devient  donc 

r/,     r'  )       1  ,  I      \  r     '        dv— J^'d-r 

const.=    /  -^  ,  -^   ^(dr  —  }   d.r    —  /  -jr- •      ,  . 

d'où,  a  cause  de 

I      _  dj  — /'dx  _  /i  (/')''/  _  JjL , 
/{f)'     sji+y"  l+r"  /(")' 

en  posant 

J     1+/'  -'^'^•^  ^'    J/(")     ^  -' 
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nous  aurons  enfin 

(157)  F,(j')-F('^i;l^)=const. 

L'élimination  de  7' entre  cette  formule  et  l'équation   (i5a)  donnera 
l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —  A  l'aide  de  la  seconde  des  formules  (i55)  et  de 
l'équation  (  r  55  bis)  on  aura 

1-4- r"        /(")  ~    ' 

ce  qui  donne  immédiatement  la  formule  (  157). 

Observation  II.  —  Pour  /,  (/'j  =  i,  la  formule  (157)  se  réduit  à 
celle  que  nous  avons  proposée  dans  l'équation  (  iZ'i). 

§  XXXL 

EXEMPLE    XIII. 

Trouver  V intégrale  générale  de  1  équation  différentielle 

m,  n,  r  et  s  étant  des  constantes  quelconques  qui  satisfont  à  la  seule 
condition 

(  iSg)       (/•  —  s)  [m  —  n]  [m  —  s  [m  -+-  i)]  \n  —  r^ii  -f-  i)l  =  o. 

Soit,  pour  abréger, 

xy'  -+-  niy 


(160) 

(161)  ^  = 


ix'Y 

■ry'  -\-  nr 

44- 
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d'où  l'on  conclut 


(.6a) 

et  de  plus 

(.63) 


d  «  ('«4-  i)y'-  -f-  [  (  I  —  r)j:y' 

-~mry-\.y" 

dx                      (/y*" 

dp   _  («  +  i)y"-\-  [(i  —  s)a.-y' 

—  "sy].y" 

dx                                       (/')"*■' 

du          (  I  —  r)  xy'  —  mry        du 

m 

ày'~              iyy*'             '      dy 

~  (x'V' 

dv          (  1  —  s)  xy'  —  nsy         dv 

ri 

~  (r'Y 

L'équation  (.58),  qui  pourra  être  piésentée  sous  la  forme 
(.64)  (p  =  J(i>)  —  u  =  o, 

donnera,  en  la  difféi'entiant, 

(-65)  J'i^')=^ë- 

Pour  trouver,  à  l'aide  du  théorème  IX,  le  facteur  pi-opre  à  l'intégra- 
tion, nous  aurons  des  équations (164)  et  (i65) 

dif  d  II     dt>  du 

dy  dv     dy  dy 

d'f  du      dv  du 

dy'        dv     dy'         dy' 

el  de  plus,  à  l'aide  des  relations  (162)  et  (.63), 

f/tp    I         {n  —  /»)/'^  +  [(/■ —  s  —  p)xy' — (ns  —  mr  —  g)  y]-  y" 

''j    ~  {y'Y  [n  +  \iy'--\-\_(\  — s)xy  —  nsy].y" 

dij   _        I pxy'  —  qy _^ 

dj'  ~  (/Y'"     [n -^  i) y"' -^  [[\  —  s)  xy'  —  nsy\.y" 

en  posant,  pour  abréger, 

(.66)  /J=  (l  —  j)(TO+  l)   —  (l  —  /•)  (72  -+-   .), 

(167)  (y  —  7Z^  (;«  +  1)  — /?2r(n  4- i). 
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Par  suite,  nous  aurons 

'h.  ^  _  {n  —  m  ).r"  -^[[r—s  —  p)xy—[ns  —  mr  —  q)j]_  y" 
ày  ■  dj'  y'  [pxf  —  qy) 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

rf^  ,  ^  _   k.à.y'  ^  (p  —  q)y'-\-pxy"  _  k  A  logj'+  l.à  log  (pxy'  —  qy) 

Ay  '  Ay'  y'  pxy' — c/j  Ax 

ayant  posé 

(168)  k  .cj  =  ns  —  mr  —  ^, 

(169)  [p-  g).l=n-m, 

(170)  a  =  ns  {i  —  r)  —  mr{i  —  s), 

et  en  supposant  que  m,  n,  r  et  s  soient  tels,  que 

(171)  _  +  _  =  _. 

Le  facteur  propre  à  l'intégration  devient  donc 

et  l'intégrale  cherchée 

con%\..  =  y  f  l  [pxy'  -  qj)\ày  -  y  Ax), 

petq  étant  donnés  par  les  formules  (166)  et  (167),  A"  et  /  par  les  for- 
mules fi68)  et  (169). 
En  ayant  identiquement 

a{p  —  q)  —  pq  —  {r  —  s)im  —  ri)  [m  —  s  {m  +  i)][«  —  r{n  -+-  1)], 

on  verra  sans  difficulté  que  la  condition  fixée  par  l'équation  (171)  n'est 
que  celle  donnée  par  l'équation  (logj. 
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Cela  étant    ainsi,  nous  allons  examiner  spécialement  chacun   des 
quatre  cas  où  la  condition  de  l'équation  (159)  est  satisfaite. 

I"  cas  :  r  =  s.  Dans  ce  cas  on  trouvera 

p  =  (i  —  i-)  (m  —  «), 
<^  =  —  s  [m  —  //), 
k  =  n,        /  =  —  I , 

et  l'intégrale  cherchée 

lCOnSt.=:      I r ;— 

D'ailleurs,  à  cause  de  r  =  s,  il  suit  de  l'équation    162) 
jdx  +  {:  -s)a:àj  =  ^^^^ • 

et  en  posant,  pour  abréger, 

A  =  m  —  s  [m -h  i), 
B  =  «  —  s  {n  +  i), 

ou  conclut  des  équations  (160)  et  (161) 

(m  -  n)[(i  —  ^)^7'-i-  sj]  =  {j'f{\v—  B«). 

Par  suite  on  aura  de  l'équation  (1  72) 

const.  =  log[(i  -  s)xj-  -h  j;-]  -  J     ^„_g„ 

1       r/  X         '  1  f[w -<';..)]  d^ 

=  \oo[[^-s)Xf  -^Sj]-    )       A.-B/(..0      ^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(.73)  log[(i-5)xj'+^jr)-F 


/'x_)-'+  nj' 

V  \yy  . 


const. 
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en  posant 

J       A.-B/(.J  '-^'l- 

L'élimination  de  j' entre  l'équation  (173)  et  l'équation  différentielle 
proposée  donnera  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Il"  cas  :  m  =  ri.   Dans  ce  cas  on  aura 

p  —  [m  4-  I)  (/■.—  s), 

q  —  —  in[m+  1)  ('"  —  •$•), 

/  =  „,       A=-^^, 

m  -t-  I 

et  l'intégrale  cherchée 

const.=  /  (  7-'J*  jd[(i  —  s)  .ry'  -\-  aj]  —  [A  y  H-  (f  —  s)xi\j'\\ 

laquelle  formule,  à  cause  de 

[([  —  s):r)-'  —  insy)  âr'  +  (/«  4-  1}  j'"'  d  r  =  (  J"')^^'-  fl'S 
peut  être  présentée  sous  la  forme 

consi.  =  if  y  [{i  -  s)  xf  +  sj)  -  -i-- J(j'/-*.di^. 

D'ailleurs,  à  l'aide  de  l'équation  (i58),  on  obtiendra 
et,  en  observant  la  valeur  de  k, 


(j'y-^'<=  lA^)^^'"^'-' 


d'où  l'on  aura  enfin 


( 1 74  ^ —-^ F    -    ,   ,,,  -     =  const.. 

^    ^^  '  '"  m  -h  1  \      [j'y      I 

(/)"'  +  ■ 
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en  faisant,  poiu'  abréger, 

L'élimination  de  y  entre  l'équation  (174)  et  l'équation  proposée 
donnera  l'intégale  générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —  Pour  /«  +  i  =  o,  la  formule  {174)  devient  en 
défaut  ;  mais  dans  ce  cas  l'équation  proposée,  résolue  par  rapport 
à  xy'  —  y,  se  réduira  à  la  forme  connue  de  Clairaut. 

IIP  cas   :  s[m  -^\)  —  m  =  o.  Dans  ce  cas  on  aura 


(.75) 


et  l'intégrale  cherchée 

const.  =  /  {y'Y{jcy' -\- iny]'[d{xy' +  nty)  — {xc\y-{- {m-hi)  y'àx^ 

X  [{m  +  I  )  («  +  ^)y'^  djc-+- {ocy'—  mnj] dy'\ 
Or,  à  cause  de 

(«H-i)  [m  +  \) y'^ dx-\-  [xy'  —  mny)dy'=  im-h  !)(/')'■*"'  de, 
nous  pouvons  écrire  l'intégrale  trouvée  sous  la  forme 

const.  =  '•"  ^  ^  /_^  ^ ^^^  •  j  {y'T\xf+  mj)'.  dt', 


P 

—  r\n-\-  \) 

— 

n 

H 

=  —  mp, 

k 

n(r  — 

^) 

P 

l 

_  n  —  s(n-hi) 

P 

k 

-]-  S  -h  Ir  — 

•  0, 
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ou,  en  vertu  de  la  dernière  des  formules  (175), 


const.  —  ^-^  '  -"  I 


En  posant 

et  en  observant  que 

«4-1    /' 

l-hl    ~   7^s' 

nous  aurons  enfin 

('7^)     7^  •  iff  i-U'  +  ""■)'"'  -  {'"  +  ')-^(^^^^^\  =  cont., 

les  valeurs  de  p,  q  at  l  étant  données  par  les  relations  1,175). 

En  éliminant  y'  entre  celte  formule  et  l'équation  différentielle  pro- 
posée, nous  aurons  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

IP^"  cas  :  r{n  +1)  —  «  =  o.   Dans  ce  cas  on  aura 

,  p  =:  ni  —  s  {m  +  0, 
l  r/  =  -  tip, 

{'11)  /^== -p ' 

1     , r  [m  -\-  \]  —  m 

\  k  -+•  r  -+-  is  =  o, 
et  l'intégrale  cherchée 

const.  =    /  {j'f{xr'+rir\'\d{.vf-{-nr)  —  [\n  -)-  \)  f  àx  +  xàj']\ 

[y')''(xj'-\-ny]'*'  i  i'        ,  , 

X  [Un  +  i){n  +  ijj'^  dx  +  {xj'  —  mnj)  dj'], 

Tcinie  VII  i^i»  série)    —  Octobre  i86j.  45 
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ce  que  nous  pouvons  écrire  sous  la  forme 

/+'  '"-^^  J  \  [j  r  J 

à  cause  de 

[m  + 1)  («  +  i)-y  d-3^"  +  i-^'y  —  mny)c\f'  =  («  +  i)  {j'Y'^'  ■  (\ u. 
D'ailleius  il  suit  de  l'équation  (i65) 

du  =^  J' iy).  (\i'. 
En  posant  donc 

j>)'. /'(.). d<.=  F(.), 
el  en  observant  que 


/  +  I  r  —  s 

nous  aurons  enfin 

(•78)  ;:^^-(j')Vx7'  +  /z7)'-'-(«  +  i).F(^^^)=const., 

les  valeurs  de />,  A*  et  /  étant  données  par  les  équations  (177)- 

L'élimination  de  [y)  entre  cette  formule  et  l'équalion  différentielle 
proposée  nous  en  donnera  l'intégrale  générale. 

Obseivalion  I .  —  Si  l'on  a  en  même  temps 

r(«-4-i)  —  «  =  o     et     s[m  +  \) — in^=o, 

les  formules  (176)  et  (178)  deviennent  en  défaut.  Mais  alors  il  n'v  a 
aucune  difficulté  de  trouver  l'intégrale  de 

[i^Sbis]  u=J\v), 

où,  dans  ce  cas^ 

xy' -\-  niY                     xy'  +  ny 
U  —  „      '         ^  =  — ~  ' 
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et  partant 

1  I 

En  effet,  en  différentiant  l'équation  (178  bis)  on  aura  l'équation 

qui  est  satisfaite  en  posant 

dv  =:  o, 


ce  qui  donnera 


xr  +  nr 


c  élant  une  constante  arbitraire.  En  éliminant  j'  entie  cette  formule  el 

on  aura  l'intégrale  générale  proposée. 
Si  l'on  avait  supposé 

(m  +  i)(y)^^-(«+i)(j')"~  •/'(*')  =  0, 
on  aurait  eu  (en  général)  une  solution  singulière. 

§  XXXII. 

EXEMPLE    XIV. 

Trouver  ^intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

(179  )  .xj'"  +  ajr'  +bx^j  [f). 

45.. 
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En  différentiant  l'équation  proposée,  qui  peut  être  écrite  de  cette 
manière, 

(  1 80 )  9  =  /  (  j')  -  .r/2  -  ajj'  -bx  =  o, 


on  aura 

y 


Or,  pour  trouver  à  l'aide  du  théorème  IX  le  facteur  propre  à  l'intégra- 
tion, diflérentions  l'équation  (180)  par  rapporta  j  et  j'  ;  on  obtiendra 

fia  , 

-î  =  —  af, 

^f  41  r      i\  '  h  +  {\-\r  n)x'' 

jy.=j  if)  -  -'-^J  -  «r  = y 

d'oii  il  vient 

(•'V    .    '/?  «  2  (1  +  n)j'  .  y" 


Ay  '  (1  v'  i[\-^n)     b  -\-  [\-\-  a),  y'- 

et,  en  vertu  de  l'équation  (96),  le  lacteur  cherché  devient 


L'nitégrale  dont  il  s'agit  devient  donc 

const.  =  j  [b-\-  {\  +  n)  f'^]     ^('"^"^(d  j-  j'dx) 


ou,  ce  qui  revieiit  au  même. 


;.8i)         [h+ii  +  n)/}     ■^^-^"^(j-.r;-')+F(y)=const., 
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en  posant,  pour  abréger, 

j  [h  +  (.  +  a)  y="^CTTlô-'  J(f)df  =  F  (f). 

I^'élimination  de  y  entre  les  formules (17g)  et  (i8i)donnera  enfin  1  in- 
tégrale générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —  Pour  n  -4-1  =  0,  l'équation  proposée  devient 
dont  on  aura  l'intégrale  générale 

y,       r  ^ 

b[j  -  Jcr')e'''-hJ  e''/(j')-dj'  =  const., 
en  observant  que  pour  n  =  —  i 


hm^,-^. ^ j  =c    . 

Observation  //.  —  Si  l'on  a  en  même  temps 
<7  +  I  =  o     et     b  =  0, 

la  formule  (181)  devient  en  défaut.  Mais  dans  ce  cas  léquation  pro- 
posée se  réduira  immédiatement  à  la  forme  de  Clairaut. 

§  XXXIII. 

EXEMPLE    XV. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  dijjérentielle 

On  voit  facilement  qu'en  cherchant,  à  l'aide  du  théorème  X,  le  lac- 
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teur  propre  à  l'intégration,  on  aura  ici 

En  différentiant,  on  obtiendra 

/'  (.^  -  j)  =  '^\r  •,/.  (/')  +  ri-f.  if)], 

et  de  pins 

T:,  =  Jy\j  '•/•  0"  '  )  +  JJ"  fi  if  )  ]  ' 


{? 


il  ou  I  on  aura 


et  en  vertu  de  l'équation  ((jg)  le  facteur  cherché 


011,= 


L'intégrale  dont  il  s'agit  devient  donc 


const.  = 


_    rdj— j'd.r  _    r     dx'  I       \ 

'  ~  Jj-y  Mr')~  Jx"-/,{x'}      J  ~y 


y 


/(/) 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (182), 

(i83)  y{x-^-  f  ,/j!   ,.  =  const., 

en  posant,  pour  abréger, 


En  éliminant  j''  entre  les  équations  (182)  et  (  i83),  on  aura  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (182). 
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Observation  I.  —  En  posant 

r 

y 
d'où  il  suit 

on  aura,  à  l'aide  de  l'équation  (  182) , 
àz  ày' 


ce  qui  donne  immédiatement  la  formule  (  i83). 
§  XXXIV. 

EXEMPLE    XVI. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

(184)  f,{f" +  2b)^  +  a)=j'f{j'  +  hjc). 

En  posant 

M  =  ^'^  -h  2hj  -h  a, 

z  =_7''  +  bjc\, 
d'où  il  suit 


i85: 


d  U  =:  ij'  d  z , 

dz  =  [f"  -+-  b)  da', 


l'équation  proposée  peut  être  présentée  sous  cette  forme 

?  =  /'•/('■)-/<(")  =  0. 
En  différentiant  on  obtiendra 

■/'•/'(^)=  -   ^/^;  +3j-/.(^^)- -4    dir- -/-Vil")]; 
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il  <S1 

d7 


,\fAit\àY'  ,    ,',    ,       1 


f/?       _  ,2      (t^    _  _-}.b.y' ./' it]<\} 


cl« 


don  l'on  aura 

di^  ,       diy      I    rdr'        d./i{H)'| 

et  en  vertu  de  l'équation  (99)  le  facteur  cherché 


L'intégrale  dont  il  s'agit  devient  donc 

CAr  —  r'àx         r  du  r  r'd- 

coiist.  =    I     '     ,   , —  =    I  -7-, — •  —  2  I  •  :r, — ■  ' 

D'ailleurs  en  vertu  de  l'équation  (  rS/j)  on  aura 
d'où,  en  posant,  pour  abréger, 

/Au  r-.  \  ('    Az  „    .       , 

on  auia  enfin 

(  1 86)  F,  [f  +  1  bj  +  a)  —  a  F  {y'  +  ^.r)  =  const. 

L'élimination  de  )'  entre  cette  formule  et  l'équation  proposée  (1^4) 
donnera  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —  En  multipliant  la  première  des  équations  (i85) 
par  l'équation  (  i85  /j/^),  on  obtiendra  immédiatement  la  formule  (186). 
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§  XXXV. 

EXEMPLE    XVII. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

(,87)  j-^  +  ajcj'-aj=r'.j(^-^y^y 

Faisons,  pour  abréger, 


d'où  l'on  am'a 

du  oy''-i-[   1  —  r'  y'- — an]j-" 

dx  ~  ly'y-*-' 

flic         l'a — '■.>■'" — C'y 
il)'  ~  (.)"')'*' 

En    différen liant    l'équation    (187;,    qu'on    pourra   écrire    de   cette 
manière 

(187^»»)  J{u)-j'  ^~a-^^  -ax^o, 

on  aura 

'y''  +  (ij  -y" 


(x88)  f'{u)  =  -—- ^  „  ^  ,,   . 

Pour  trouver,  à  l'aide  du  théorème  X,  le  facteur  propre  à  lintégra- 
tion,  nous  observons  qu'on  a  ici 

don,  à  laide  de  l'équation  (  188^, 

d  Q 

j^  =  —  a, 

dx 

da  fty''  cy -\- y''' 


J}\         ay'^-\-\{l-r   y^--a.ty\.f 
Tome  \  II .' 2«  série).  —  Octobre  1862.  4^ 
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On  en  conclura 

et  partant,  en  verlii  de  l'équation  (96),  on  aura  le  facteur  propre  à 
l'intégration 


et  l'intégrale  cherchée 

(189)  const.  ^  f '^' ''"■','  [dr-r'dx). 

D'ailleurs  on  obtiendra  par  l'équation  (187) 

«  (  J  -  j^j')  =  j"  -  j'-y  (") . 

d'où,  en  différentiant, 

a{dy-  j'Ax)  =  --^-y^  à  f  -  y' .  j  \u).Au. 

ce  quij  substitué  dans  l'équation  (189),  donnera 

const.  =  ^{fr\  d j'  -/^  .i« , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(■90)  ^--f(9^)=c„,.,., 

en  posant,  pour  abréger, 

L'élimination  de  j"' entre  l'équation  (190)  et  l'équation  diftérentielie 
proposée  donnera  enfin  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 
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Observation  I.  —  Si  l'on  a  r=  i,  il  faut  remplacer  -^—^ — par  logj'. 
Observation  II .  —  En  posant 

(r  )' 
on  obtiendra  sans  difficulté 
(  1 90  bis )  j'  (\z  —  z d y  =  y .  Il d j' . 

En  différentiant  l'équation  (  187),  on  aura 

et  à  l'aide  de  l'équation  (  190  bis) 

(j'r^cij'--^— ^^— =0, 

ce  qui  donne  immédiatement  la  formule  (  190). 
§  XXXVl. 

EXEMPLE    XVIII 

Trouver  V intégrale  ge'ne'rale  de  Véquation  dijférentielte 

^  a.^by^yy'  ^        f        .y' -  y 

sja-^by"  -^  y'-'  \V«  +  *r'  +  j" 

Faisons,  pour  abréger, 

(192)  m  =  ax-hhj-^jf, 

(193)  n=jij'-j, 

(194)  r=\/a-i-bj'-hj", 

46.. 
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d'où  il  viendra 

m'  r=  r*  +  Jj"  1 

n'  =  jc'f, 

^.,  _  {b-\-ij')y"  ^ 

et  de  plus 

(  igS)  im!  +  hii!  =  2  r^  +  [h.r  -t-  2j-)j". 

En  différeiitiant  l'équation  (191)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(19G)  ''■■^  {~r)    -'"="' 

on  trouvera  sans  difficulté 

2  r'  —  {  bni  -\-  1  an  )  y" 
jr"  [im  -i-  bn) 


(■97)  /'   -     = 


Allons  à    présent  chercher,  à   l'aide  du   théorème   LX,  le   facteur 
propre  à  l'intégration  ;  on  a  ici 

et,  par  une  différentiation  partielle. 

En  substituant  ici,  à  l'aide  des  formules  (196)  et  (197J,  les  valeurs 
de  y  (-jet  y  |-|  5  on  obtiendra 

f/y  7.  /■'  -^-Y"  \{b  -'r  y'][lm -\-  bn]  —  hin  —  2 lui '  /■  ■  [2 r^-\- y"  {bx-{-  1  y)] 

A  y  y"  [ïm  -{-bn)  y"  [lm  -^-  bn) 

d  (f  /■- 
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d'où,  à  l'aide  de  l'équation  (igS), 

dis/    ^    dij    _  im' +  bn'  __         d  .  log  (2  w -(- i/7) 

Ay  '  Ay'  1111 -k-bn  cLc 

En  vertu  de  l'équation  (96)  on  aura  donc  le  factenr  propre  à  l'intégralioii 


im  ->r-  bit 

et  l'intégrale  cherchée 

(.98)  const.=   f'^r-y^-. 

^    ^    ^  J      lin  ->r  bn 

D'ailleurs,  à  cause  de 


,  ,   ,  [n.m-\-  bn)Ay'  .    //A 


-"  (7) 


/       \                           <^y  —  y  tl  -^      '1  ï' 
loq)  i-~ :^ —  =— , 

^    ■'•"  lm -\- bn  ir''         im -\-  bn 

en  ayant  de  plus  de  l'équation  (196) 

2  m  H-  bn 


<  -\-  bn  ,  I  n\  brt 


nous  conclurons,  en  vertu  des  formules  (19^]  et  (199J, 


const.  = 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

2     J„-[-by'+y"  \^„^by-i-y")  ' 

en  posant,  pour  abréger, 

.;    bz  4-  2/(3)  ^    -* 
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L'élimination  de  y'  entre  l'équation  (200)  et  l'équation  différentielle 
l^roposée  donnera  enfin  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —  Pour  b  =  o,  a^=^,\a  formule  (200)  rendra  l'in- 
tégrale déjà  trouvée  dans  l'exemple  VL 

§  xxxvn. 

EXEMPLE    XIX. 

Trouver  l'intégrale  générale  de  l  équation  différentielle 

\ja-\-by'  -)ry'^ 

Soient   m,   n  et  r  les  mêmes  que  dans  les  formules  (192),  (igS)  et 
(194),  et  faisons 

t  =  y"^  ^  bxy  -\-  ax^, 

d'où 

(202)  d  <  =  (2  j  -f-  bx)ày  +  [by  -+-  ■2ax)àx. 

La  formule  (201  J,  qu'on  pourra  écrire  de  cette  manière, 
,2o3)  "-L-ff)  =  o, 

donne,  en  la  différentiant, 

/■,  r  ,\  2  r'  —  (  bm  ■+■  lan)  y" 

J     ^    '  2r-'  (2/n  -t-  in) 

Four  trouver,  à  l'aide  du  théorème  IX,  le  facteur  propre  à  l'intégra- 
tion, on  a  ici 

d'où,  après  quelques  réductions  très-faciles,  on  conclura 

dy  [hm  +  inn^^ir"-  -\-  y"  [-î.  y  -\-  ht  ]  </ip   bm  -\-  1.  an 

i\y  i>-^  [lin  +  bn)  d  >'  "i-r' 
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et  partant 

'h^  .  ^h_ 2/-' H-  [b.r-\-  ly  y" 2  m'  -4-  bn' 

ày  ■  dy  ~  2.1)1  +  hn  ~  2ot  -t-  bn  ' 

El)  vertu  de  l'équation  (96)  on  aura  donc  le  facteur  propre  à  l'intégration 

011- 


•y.m  +  bit 
et  l'intégrale  cherchée 

(ly  —  y'  àx 


Faisons,  pour  abréger, 


const.  =    I  - 

j     lm  -\-  bn 


,  _         cl  >  — y' Ax 
d  G  =  ~ i- —  : 

2  m  -|-  ti« 


multiplions  cette  formule  par  2  et  retranchons-en 
xKà 


X )         xAy — yàx 


on  obtiendra  identiquement 


,,,  ]_  \x  j  n  At  àt 

(2o4)  2dG 


f  t  (7.111  -{-  bn)  /,         2//j\ 

D'ailleurs  on  trouvera  sans  difficulté  que 

m-  -H  bmii  +  an^  =  r^l, 
d'où,  à  l'aide  de  l'équation  (2o3),  on  conclura 


,  i//<  /        bt  /,„  4"'    i\         /        ' 
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et  partHiil 


ce  qui,  substitué  dans  léquatioii  (204),  donnera  en  intégrant 


const.  = 


(7) r \t-[/(iY\c\t 


OU,  ce  qui  revient  au  uiéme, 


dK 


io5)  /    .  \       ,    .^ ,  -  F (J>  '  +  1>^I  +  ax')  =  const. , 


=  F(0. 


en  posant 


/ 


t]btdz/(t].s/4at+{b'-/ia).[/{t)Y 


L'élimination  de  j^' entie  l'équation  (2o5)  et  l'équation  différentielle 
proposée  donnera  l'intégrale  générale  de  celle-ci. 

Observation  I.  —  Pour  «  =  i ,  è  =  o,  la  formule  (îoS)  nous  rendra 
1  intégrale  trouvée  dans  le  corollaire  de  l'exemple  V. 

§  XXXVIIL 

EXEMPLE    XX. 

Trouver  i intégrale  générale  de  V équation  dijférentielle 
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Faisons,  pour  abréger, 

207)  M  =  (7'+ 5r)'-^(y-4-|5)^ 


(208) 

\n  =  xj--jr 
L'équation  (ao6),  qu'on  poura  écrire  de  cette  manière, 

(209)  "--f[v)z=0, 

donnera,  en  la  différentiant, 


D'ailleurs  on  conclura  des  équations  (207)  et  (208) 
/       X  "'_      r"(x'+t) 

(212  —  =  — ■■ r-, ;: — ;^ — ' 

en  posant 

7  =  '•«+('  -OP, 


'  j  0"=  ,•«  j_  ((  _  r)  a. 

En  substituant  dans  l'équation  (210)  la  valeur  de  t»',  on  obtiendra 


(^) 


■'■/'['')  (j/+  ^j/-t-  7.r  ■+-  a3j) 


d'où,  la  différentiation  indiquée  étant  effectuée,  on  tirera,    à    l'aide 
des  équations  (  2  1 1 )  et  (  2 1 3 ) , 

^       ^'  -'     ^    '  Il        (r'H-a)(j'-f-p) 

Tome  VII  (2'  série\  —  Octobre  1S63.  47 
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Nous  allons  à  présent  cherclier,  à  l'aide  du  théorème  IX,  le  facteur 
propre  à  l'intégration.  Nous  observons  en  premier  lieu  qu'on  a  ici 

d'où,  à  l'aide  de  l'équation  (ai 4), 

±1^  _  n      ■■■/'(m).(j  +  ^x)-i  ^  _  (>-'+a)(y+p)+/'(7  +  .î^) 


"■(/+")(/+?) 


et  parlant 

(\j  '  i]y  yy'  -4-  5jy'-(-  7  x  +  a  p  x 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

d'!)  .  f/cf    (i.log  ()->-' -f- o\rr'-t- yr +«M) 

à  cause  de 

a  +  |5  =  7  4-  c?. 

En  vertu  de  l'équation  (96),  on  aura  donc  le  tacteur  propre  à  l'inté- 
gration 

d\\  — 


yy'  +  0 .rj  H-  7/  --(-  z px 
et  l'intégrale  cherchée 

<^y  —  y'  «^  ^ 


const. 


j   yy'- 


■  Sxy'  +  yy  -+-  a^ 


Or,  pour  effectuer  l'intégration  indiquée,  qui  se  réduua  nécessairement 
à  des  quadratures,  faisons,  pour  abréger, 

dfc  =  — -, 5 — ; r-- 

yy  -hoxy  -+--/y  +  zpx 
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La  formule  (212),  multipliée  par 

{j-  -f-  fix)  (y  +  c()  dx  =  ( j  4-  |3a-)  [dj  +  acix), 
donnera 

/      '  \/  on''"  >t-' +  ô.'-r' -}- 7>  -t- aS.r       ,  ,      . 

{l  +  ^-)ij  +  P^)-~-^ j^r:^ e_.(,ij  +  «dx)  =  o, 

d'où,  en  ajoutant, 

o  =  d^  — ydjc, 
el  en  divisant  par 

jj'  +  ù.rj'  -H  7j  -+-  ajS.r, 

on  conclura  facilement 

(2,6)  d5=  -l-'-'-^  a)(.r  +  p..)  _    .d.  _  cb:+ad._ 


En  vertu  des  équations  (21  5)  et  (a  16)  on  aura  donc 

(217)      const.  =   /  — ^^^--5 — '-r^ ^—!-: lo^    r  +  «x). 

D'ailleurs,  en  ayant  en  vertu  de  l'équation  (21  3) 

on  pourra  écrire  la  formule  (2 l'y)  de  cette  manière  : 

(ai8)  1  r- —  •  —  —  Ioe(  r -t- !zx)  =  const., 

en  posant,  pour  abréger, 

Il  ne  reste  à   présent   qu'à  trouver  l'expression  de  w  en  v.  Pour 
cela  nous  observons  que  la  formule  (219)  donnera,  en  vertu  de  l'équa- 

47- 
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fioii  (208), 


r'  +  a.)      7  -t-  fl X 

(I  où,  à  l'aide  de  l'équalion  (207),  on  aura 


(y4-ï)(,>--^p.r) 

D'ailleurs  on  obtiendra  pareillement  de  l'équation  (2  19) 


i.r'+'-'}[j -+-?■'■) 


d'où,  en  divisant   par  l'équation  (220),  on  aura,  à  l'aide  de  l'équa- 
tion (209), 

La  résolution  de  celte  équation  donnera  iv  en  fonction  de  v;  donc, 
en  posant 

l'intégrale  cherchée  devient,  en  vertu  de  l'équation  (ai8), 
(222)     F,  [(  J+  v.x]''  .\j  4-  /5j:  )'-'■]  —  log(j--(-  «.»■)  =  const. 

Cela  étant  ainsi,  ou  pourra  sans  difficulté  présenter  la  même  inté- 
grale sous  une  autre  forme.  En  effet,  les  formules  (208)  et  (219)  nous 
enseignent   qu'en  permutant  a  et  /3,  et  en  même  temps  remplaçant  / 

par   1  — r,   l'expression   v  restera  la  même,  et  w  se  changera  eu   -• 

En  j)osaut  donc,  poiu'  abréger, 

ou  pourra  écrire  l'intégrale  dont  il  s'agit  sous  la  forme 

F2[(  J-h  a.r)^  {j+  fijf-V'']  —  Ir'gi  J  ■+-  /5.r)  =  const. 
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En  letraiichanl  cette  formule  de  l'équation  (222),  et  en  observant  que 


l'intégrale  cherchée  prendra  cette  forme  plus  symétrique 

ayant  posé,  pour  abréger, 

(224)  F.(.)-F,(i')=J^^^-:i^,-^  =  F(i';, 

w  étant  donné  en  fonction  de  c  par  la  formule  (221). 
Corollaire.  —  Pour  r  =  -  ?  en  posant 

5t  -f-  ("B  =  />     et     y.f:i  =  n. 
d'où 


K  —  /3  =  sZ*'  — 4^, 

on  aura  par  l'équation  [208) 
et  par  l'équation  (221; 


I  —  IV  ^b'  —  4"  J'is^^ 


En  mettant  y  (2)  à  la  place  dey(vi)  et  en  pesant 
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nous  obtiendrons,  en  vertu  des  équations  (223)  et  (224), 


(226)      ¥ { y^  +  hjTj -\- i7jc^) -{-     j    - — — - — — — - — —  =  conbt. 

J  '-'(7)-(7)' 

comme  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

jcj'  —  r 


Obseii'atiofi    —   Pour  ^  =  o,  «  :=  i ,    la  formule  (226)  nous  rendra 
immédiatement  l'intégrale  trouvée  dans  l'exemple  V. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  LIOUVILLE  A  M.  BESGE. 


«  ....  Puisque  vous  vous  intéressez  aux  formules  concernant  les 
»  sommes  de  diviseurs  des  nombres  (formules  qu'il  est  au  surplus 
■■  bien  facile  maintenant  de  multiplier),  je  vous  communiquerai  un 
Il  théorème  qu'on  déduit  de  l'équation  marquée  (ç)  dans  mon  dou- 
»  zième  article  sur  quelques  Jormules  générales  [*],  en  y  faisant, 
»  comme  on  en  a  le  droit,  F  [x,  j,  z)  =  xyz. 

■»  Soit  m  un  nombre  entier  donné  quelconque.  Représentons  à 
»  notre  ordinaire  par  Ç,  [n)  la  somme  des  diviseurs  de  chaque  entier 
»  n;  et  considérons  la  somme 

inÇt  [m)  -\-  1  2('«  —  5m'''^)  Ç,  [m  —  m'-) 

»  que  nous  désignerons  par  S  et  où  le  signe  ^  porte  siu-  m'  dont  les 

»  valeurs  successives  sont  1,  2,  3,  4t-î  en  s'arrètant  au  moment  où 
«  la  quantité  placée  sous  le  signe  Ç,  deviendrait  nulle  ou  négative,  de 
I)   sorte  que  m'  vérifie  toujours  l'inégalité 

///  —  in'^  >  o. 

»  Cela  posé,  notre  théorème  consiste  en  ce  que  l'on  a 

S  ==0 
Il   quand  m  n'est  pas  un  carré,  mais 

«  —  "'(4"'  —  ■) 

"3 
'<   quand  m  est  un  carré. 

[*]  Cahier  de  janvier  1860. 
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»   Ainsi,  pour  m  :=  17,  la  somme  S,  qui  est  alors  exprimée  par 

i7Ç.(i7)+2(i7-  5.i  =  )Ç,fi6)  +  a(i7-  5.2=)Ç,  (,3) 
+  a '17  -  5.3=)C.  (8)  +  2  (17  -  5.4=)r,  (0, 

»   se  réduit  à  zéro,  comme  on  le  verra  sans  peine  en  observant  que 

^:,(>7}='8,     r.(iGj  =  3i,     Ç.(i3)  =  .4,     Ç,(8j=i5,     Ç,(i)=r. 

»   Au  contraire,  pour  m  =  9,  elle  deviendra 

9Ç.(9)  +  2(9-5..  =  )Ç.  (8)+2(9-5.2^)Ç,(5), 

»   et  on  la  trouvera  égale  à  io5,  c'est-à-dire  à 

9(4-9—  ■) 
3 

»   conformément  à  notre  théorème,  attendu  que  9  est  un  carré.  De 
"   même,  pour  m  =  16,  on  obtiendrait 

»   Mais  je  ne  veux  pas  insister  sur  ces  vérifications  numériques.    « 
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QUELQUES  ANALOGIES 

DE    LA 

GE031ÉTRIE  DU  PLAN   A  CELLE  DE  L'ESPACE 

Par   m.    Pail   SERRET 


I. 

1.  Si  dans  le  plan  ion  porte  bout  à  bout  trois  droites  perpendicu- 
laires aux  côtés  d'un  triangle  et  respectivement  égales  à  ces  côtés,  le 
circuit  résultant  se  ferme  de  lui-même  en  un  second  triangle  égal  au 
premier  et  dès  lors  de  même  surface. 

De  même,  dans  l'espace,  si  l'on  porte  bout  à  bout  quatre  droites 
perpendiculaires  aux  faces  d  un  tétraèdre  ABCD  et  respectivement  pro- 
])ortionnelles  aux  aires  de  ces  faces,  le  circuit  résultant  se  ferme  de 
lui-même  (proposition  connue)  en  un  quadrilatère  gauche  A'B'C'D' 
ou  en  un  second  tétraèdre  de  même  nom  et  des  mêmes  sommets  :  et 
Von  a,  entre  les  volumes  de  ces  deux  tétraèdres  orthogonaux,  la  re- 
lation 

où  k  désigne  une  constante. 

2.  Les  trois  angles  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre  primitij  AlàCD 
servent  de  mesure  aux  trois  dièdres  diagonaux  du  quadrilatère  ortho- 
gonal A'B'C'D';  les  deux  premiers  de  ces  dièdres  n'ayant  pas  besoin 
de  définition,  et  le  troisième  ayant  chacune  de  ses  faces  parallèle 
à  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  A'B'C'D'  et  son  arête  parallèle 
à  la  droite  des  milieux  des  diagonales. 
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Corollaire.  —  Si  deux  des  trois  dièdres  diagonaux  du  quadrila- 
tère orthogonal  A'B'C'D'  sont  droits,  il  en  est  de  même  du  troisième, 
et  les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  primitif  sont  perpendiculaires  entre 
elles. 

3.  Les  aires  des  faces  du  tétraèdre  orthogonal  A'  B'  C  D'  sont  pro- 
portionnelles à  quatre  arêtes  consécutives  du  tétraèdre  primitij  k^CD, 
et  les  plans  de  ces  faces  sont  perpendiculaires  à  ces  arêtes. 

Corollaire.  —  Deux  tétraèdres  orthogonaux  sont  réciproques. 

4.  Problkme.  —  Les  aires  des  quatre  faces  étant  données,  défuiir 
le  tétraèdre  maximum.  (Lagrange.) 

Soient  ABCD  le  tétraèdre  cherché  et  A'B'C'D'  son  tétraèdre  ortho- 
gonal. Les  aires  des  faces  du  premier  étant  données  et  son  volume 
étant  maximum,  les  quatre  arêtes  consécutives  A'  B',  B'C,  CD',  D'A' 
du  second  sont  aussi  données;  son  vohnne  V  est  maximum  (  n"  1);  et 
le  problème  est  ramené  à  celui-ci,  beaucoup  plus  facile  :  Définir  le 
tétraèdre  maximum  A'  B'  C  D' parmi  tous  ceux  que  l'on  peut  construire 
avec  quatre  arêtes  consécutives  de  longueurs  données.  Or,  sous  ces 
nouvelles  conditions,  il  devient  évident  que  le  tétraèdre  maximum 
A'B'C'D'  est  celui  dont  les  dièdres  diagonaux  A'C,  B'D'  sont  droits. 
En  effet,  si  le  dièdre  A'C  n'était  droit,  on  pourrait,  en  laissant  inva- 
riables les  triangles  A' B'C  et  A'D'C  dans  leurs  plans  respectifs,  ame- 
ner le  plan  du  second  à  être  perpendiculaire  au  plan  du  premier  par 
une  rotation  effectuée  autour  de  la  diagonale  fixe  A'C.  Par  Là,  la  base 
A' B'C  du  tétraèdre  ne  changerait  point,  mais  sa  hauteur  et  son 
volume  augmenteraient.  Donc,  etc.  D'ailleurs  les  dièdres  diagonaux 
du  tétraèdre  orthogonal  A'B'C'D'  étant  droits,  les  arêtes  opposées  du 
tétraèdre  primitif  MjCD  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Et  cette  dé- 
finition géométrique  du  tétraèdre  maximum  résulte  aussi  des  équations 
données  par  Lagrange. 

Si  l'on  désigne  en  effet  par  a,  b,  c  les  côtés  de  la  base  ABC,  et  par 
a',  b',  c'  les  arêtes  opposées  à  ces  côtés,  le  tétraèdre  maximum  est  dé- 
fini, suivant  l'illustre  géomètre,  par  ces  égalités  {Mémoires  de  r /aca- 
démie de  Berlin,  1773,  p.  160) 

f  i)  a^  —  b'^  —  c'-  =  b-  —  c'-  —  a'^  =  c-  —  a'-  —  b'^. 
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ou,  avec  moins  de  symétrie,  par  les  siiivanles, 

(,')    rt»  -  6=  = /.'2  -  n'%     h--c-^c"'—h'\     c- -  a}  =  a'^  -  c'^  ; 

et  ces  dernières  expriment,  suivant  une  remarque  due  à  liluiillier,  que, 
dans  le  tt'traédre  cherclié,  le  pied  de  chacune  des  hauteurs  sur  la  face 
opposée  coïncide  avec  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  cette  face 
{De.  Relatione  mutua,  etc.,  1782,  p.  i5i).  Une  seconde  interprétation 
équivalente, mais  plus  immédiate  encore, des  équations  (1')  est  celle-ci: 
Les  perpendiculaires  abaissées  de  deux  sommets  quelconques  du  té- 
traèdre maximum  sur  l'arête  qui  réunit  les  deux  autres  sommets,  cou- 
pent cette  arête  au  même  point,  et  par  suite  les  arêtes  opposées  du 
tétraèdre  maximum  sont  perpendiculaires  entre  elles;  propriété  déjà 
énoncée  par  M.  Painvin. 

5.  La  notion  du  tétraèdre  orthogonal  permet  de  démontrer  sim- 
plement ce  théorème  connu  :  Le  tétraèdre  maximum,  parmi  ceux  qui 
ont  la  même  surface  totale,  est  le  tétraèdre  régulier. 

En  effet  le  périmètre  total  du  quadrilatère  conjugué  A'B'C'D'  est 
maintenant  donné;  et  pour  que  le  volume  du  tétraèdre  de  même  nom 
soit  maximum,  il  faut  d'abord  que  ses  dièdres  diagonaux  soient  droits, 
comme  précédemment;  ensuite  que  ses  arêtes  consécutives  A'B',  B' C, 
CD',  D'A'  soient  égales  entre  elles,  cette  dernière  condition  résultant 
d'une  propriété  de  maximum  du  triangle  isocèle.  Les  arêtes  opposées 
du  tétraèdre  primitif  ABCD  sont  donc  perpendiculaires  entre  elles,  et 
toutes  ses  faces  sont  équivalentes.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  la  combi- 
naison de  ces  deux  conditions  entraîne  successivement  V égalité  des 
faces  et  celle  des  arêtes,  ou  la  régularité  du  tétraèdre. 

6.  De  tous  les  tétraèdres  construits  sur  une  base  donnée  et  de 
même  surface  totale,  le  tétraèdre  maximum  est  celui  dont  les  faces 
latérales  sont  également  inclinées  sur  la  base  :  théorème  dû  à  Lhuilliet , 
et  dont  la  démonstration  est  également  facile  par  l'analyse  ou  la  géo- 
métrie. Il  en  résulte,  par  l'emploi  du  tétraèdre  orthogonal,  cet  autre 
théorème  ;  De  tous  les  quadrilatères  gauches  construits  sur  un  côté 
donné  et   sous  un  périmètre  total  également  donné,  celui  qui  donne 
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naissance   à    un  tétraèdre  maximum  est  tel,  que  les  trois  côtés  libres 
i,  c,  d,  soient  également  inclinés  sur  le  côté  donné  a. 

II. 

1.  L'équation  générale  des  surfaces  (lu  second  degré  S^,  tangentes 
aux  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD,  est 

(i)  (fl  A  +  Z'B  +  cC  H-  r/D)-  +  X.AC  +  ^x.IîD  =  o, 


a,  b,  c,  ci,  1,  [j.  désignant  six  paramètres  arbitraires,  et  les  plans  des 
quatre  angles  A,  B,  C,  D  du  quadrilatère  étant  représentés  par  les 
équations 

o  =  A  =  B  =  C  =  D. 

Si  l'on  cherche  en  effet  les  traces  du  côté  AB  (A=  o,  B  =  o)  sur  la 
surface  (i),  on  trouve  deux  traces  confondues  en  une  seule  : 

A  =  o,     B  =  o,     (cC+f/D)-  =  o. 

Chacun  des  côtés  du  quadrilatère  est  donc  tangent  à  la  surface  (i), 
et  celle-ci  renferme  en  outre  le  nombre  convenable  de  paramètres 
arbitraires. 

D'ailleurs  le   point  de   contact  a  du  côté  AB  étant  défini  par   les 
équations  simultanées 

A  =  o,      B  =  o,     cC  +  r/D  =  o, 
ce  point  appartient  au  plan 

(2)  flA  + ^B -t- cC  +  rfD  =  o  : 
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i!  eu  est  de  même  des  points  de  contact  b,  c,  cl  des  autres  côtés  du 
quadrilatère;  et  l'on  voit  que:  Dans  tout  quadrilatère  gauche  cir- 
conscrit à  une  surface  r/n  second  degré,  les  points  de  contact  des  côtés 
appartiennent  à  un  même  plan. 

Le  théorème  segmentaire  de  Newton,  et  celui  de  Carnot  sur  les  po- 
lygones gauches  coupés  par  un  plan  transversal,  conduisent  aisément 
au  même  résultat;  c'est  même  ainsi  que  celte  proposition,  qui  nous 
avait  paru  nouvelle,  a  été  établie  d'abord  par  Pirianchon.  (Yoir  Pro- 
priétés projectives.  ) 

2.  Considérons  l'hyperboloïde  à  une  nappe  représenté  par  l'équa- 
tion 

(3)  X.AC-i-p..BD  =  o. 

Cet  hyperboloïde,  comme  on  sait,  passe  par  les  quatre  côtés  du 
quadrilatère  gauche  ABCD;  et  il  résulte,  de  la  forme  des  équations  (i ) 
et  (3),  qu'il  est  circonscrit  à  la  surface  (i)  suivant  la  courbe  (a).  On 
pourra  donc  mener,  par  chaque  point  m  de  cette  courbe,  une  géné- 
ratrice du  second  système  de  l'hyperboloïde,  tangente  en  ?»  à  la  sur- 
face (i),  s'appnyant  sur  les  deux  génératrices  fixes  AR,  CD  du  premier 
système,  et  déterminant  dés  lors,  sur  celles-ci,  des  divisions  homogra- 
phiques. 

De  là,  en  considérant  les  génératrices  de  l'hyperboloïde  sous  un 
autre  point  de  vue,  et  les  regardant  comme  celles  des  tangentes  à  la 
surface  (i)  qui  s'appuient  sur  les  deux  tangentes  fixes  AR,  CD  de  cette 
même  surface,  on  déduit  ce  théorème  : 

Etant  données  deux  tangentes  fixes  iV  une  surface  du  second  degré, 
les  tangentes  de  cette  surface  qui  rencontrent  les  deux  premières,  dé- 
terminent sur  celles-ci  deux  divisions  homographiques  ;  leurs  points  de 
contact  sur  la  surface  sonl  distribués  sur  une  courbe  plane,  et  ces  droites 
sont  les  génératrices  d'un  hjperboloïde  circonscrit  à  la  proposée. 

Remarque.  —  Etant  données  les  deux  tangentes  fixes  AR,  CD,  si  l'on 
prend  un  point  quelconque  A  de  l'une  d'elles  pour  sommet  d'un 
cône  circonscrit  à  la  surface,  et  que  l'on  construise  les  traces  de  la 
seconde  tangente  CD  sur  ce  cône  :  l'on  aura,  en  général,  deux  traces 
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D,  D';  et,  par  suite  aussi,  deux  droites  distinctes  AD,  AD',  s'appiiyant 
sur  les  deux  directrices  données,  et  tangentes  à  la  surface.  Dès  lors,  si 
le  point  A  se  meut  sur  la  directrice  AB,  les  deux  droites  AD,  AD'  en- 
gendreront deux  hyperboloïdes  distincts,  circonscrits  à  la  surface  pro- 
jjosée  suivant  deux  courbes  distinctes.  C'est  ce  qui  résidtcra  d'ailleurs, 
avec  plus  de  clarté,  du  calcul  suivant. 

5.  PiiOBLÈME.  —  Etant  données  deux-  tangentes  AA',  CC,  d'une  sur- 
jace  du  second deqré,  trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  en  demeurant  tangente  à  la  surjace  donnée,  et  s' appuyant  tou- 
jours sur  les  deux  tangentes  données. 

Chacune  des  deux  tangentes  données  AA',  CC  devant  être  définie 
par  deux  plans,  nous  ferons  passer,  par  AA',  un  plan  quelconque  A=  o; 


par  ce,  un  plan  quelconque  C  =  o;  et,  pour  les  deux  autres  plans  né- 
cessaires à  la  détermination  de  ces  droites,  nous  choisirons  les  plans 
A' ^  o,  C  =  o,  menés  par  chacune  d'elles  et  par  la  droite  A'C  qui 
réunit  leurs  points  de  contact  sur  la  surface,  dont  l'équation  est  dés 
lors 

(i)  A  (t^C  +  c'C)  +  A'  (7C  +  y'C)  +  XA"  +  p.C'^  =  o. 

Une  droite  quelconque,  s'appuyant  sur  les  deux  directrices  données, 
sera  représentée  par  les  équations 

(  A  =  mA', 
(^)  C  =  «C/, 
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et  l'élimination  des  fonctions  A  et  C  entre  (i)  et  [i]  conduit  à  l'équation 

(3)  ).  A'-  +  A'C'[m  {ne  -+-  c')  +  ny  +  7']  +  p.C'-  =  o, 

dont  le  premier  membre  sera  un  carré  parfait  en  A'  el  C,  si  la  droite  (a) 
est  tangente  à  la  surface  (i).  Les  paramètres  variables  m  et  /i  des  équa- 
tions de  la  génératrice  mobile  sont  donc  liés  par  la  relation 

(4)  ciiin  ■+-  c' m  +  yf^  +  y'  =  ±  \  hj., 

et  l'élimination  de  ces  paramètres  entre  (2)  et  (4)  donne 

cAC  +  c'AC  +  vCA'  +  7' A'C  =  ±  2  A'C  sïû. 
ou 

(5)  A(cC  +  c'C')  +  A'(7C  +  7'C')  ±  2A'C'v)7^  =  o 

pour  équation  de  la  surface  cherchée.  Cette  surface  se  compose  donc 
du  système  de  deux  hyperboloïdes,  circonscrits  l'un  et  l'autre  à  la 
surface  proposée  suivant  deux  courbes  de  contact,  dont  les  plans  se 
coupent  suivant  la  droite  A'C. 

Remarque.  —  H  résulte,  de  ce  dédoublement  de  la  surface  totale  en 
deux  hyperboloïdes,  que  le  théorème  du  n°  1  n'est  pas  vrai  d'une  ma- 
nière absolue.  Ainsi,  le  quadrilatère  gauche  ABCD  étant  circonscrit  à 
une  surface  du  second  degré,  le  point  de  contact  du  quatrième  côté  AD 
appartiendra  ou  non  au  plan  mené  par  les  points  de  contact  des  trois 
premiers  côtés,  suivant  que  les  côtés  opposés  AD  et  BC  seront  deux 
génératrices  d'un  même  hyperboloïde,  ou  des  génératrices  de  l'un  et 
de  l'autre  hyperboloïdes.  Mais  si  le  dernier  cas  a  Heu,  l'on  pourra  tou- 
jours fermer  Je  quadrilatère  gauche  par  une  quatrième  tangente  AD', 
issue  du  point  A,  et  dont  le  point  de  contact  d'  appartiendra  nécessai- 
rement au  plan  déterminé  par  les  points  de  contact  des  trois  premiers 
côtés. 

4.  Le  théorème  1,  ainsi  rectifié,  pourrait  être  pris  pour  point  de 
départ  dans  l'étude  des  polygones  gauches  circonscrits  à  une  surface 
du  second  degré.  Nous  nous  bornerons,  sur  ce  point,  à  énoncer  les 
deux  propositions  suivantes: 
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i''  Si  les  points  de  contact  des  côtés  d'un  polygone  impair,  circon- 
scrit à  une  surface  du  second  degré,  appartiennent  à  im  même  plan, 
le  polygone  lui-même  est  plan. 

2"  Si  les  points  de  contact  des  côk^s  d'un  polygone  de  l\  m  -+-  2  som- 
mets, circonscrit  à  une  surface  du  second  degré,  appartiennent  à  un 
même  pian  :  les  diagonales  qui  réunissent  les  sommets  opposés  de  ce 
polvgone  se  coupent  en  un  même  point. 

m. 

1.  Lemme  I.  —  Deux  courbes  quelconques  ayant  un  point  com- 
mun (Z,  et  même  tangente  en  ce  point  ;  soit  AC  une  corde  variable  de  la 
courbe  extérieure,  tangente  en  c  à  la  courbe  intérieure,  et  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  :  l'on 
aura,  à  la  limite, 

ÂC       _  R 

4  '^  "^  •  *^  '^      '' 

Ret  ;•  désignant  les  rayons  de  courbure,  en  a,  de  la  ligue  enveloppante 
et  de  la  ligne  enveloppée. 

2,  Lemme  II.  —Soient  (C,)  une  courbe  quelconque  du   second 


degré;  AI5C  un  triangle  pivotant  inscrit  dans  cette  courbe;  (tj)  la 
conique,  enveloppe  du  côté  libre  AC  de  ce  triangle,  et  doublement  tan- 
gente à  la  première  aux  extrémités  a,  /3  de  la  corde  ab  des  pivots  : 
si  l'on  désigne  par  m  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
a,  /;,  a,  ,-5, 


(0 
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R  _  (m  -h  i)' 
r  4"* 


pour  le  rapport  des  rayons  de  courbure  des  deux  lignes,  en  l'un  quel- 
conque de  leurs  points  de  contact  x  ou  jS. 
On  a,  en  effet, 

,.       Ac         ,.       Bô.Aa         ay. .  b& 
l"n  -77-  =  uni  „,   „     =     r,   ,     =  'w; 
Ce  Cb.Ba         ap.èa  ' 

et,  par  suite,  s  désignant  un  infiniment  petit, 

Af 

—  =  m  -I-  c. 

Ce 

On  déduit  de  là 

4  /T  r'      I  \  k.  r^  .         W  -4-  1  -f-  E 

AC  =  Ce  [m  +  I  +  c  ,     AC  =  Ac f 

et  enfin 

,.  ÂC"  (m-ht]-'        R 

iim  y- — —  =  — 7 =  — ' 

4Ac.Cc         4"'  '" 

d'après  le  lenuue  I. 

3.  Théorkme  ] .  —  Ve/wi'loppe  du  côté  libre  d'un  triangle  pii'otnnt 
inscrit  dans  une  surjàce  du  second  degré  S,  est  une  autre  surjace  du 
même  degré  ;  les  deux  suijaces  ont  un  double  contact  suivant  la  corde 
ab  des  pivots,  et  leurs  indicatrices  aujc  extrémités  a  et  ^  de  cette  corde 
sont  des  courbes  semblables.  De  telle  sorte  que  si  la  première  surface 
est  sphérique,  les  points  c/.  et  ^j  seront  des  ombilics  de  la  seconde. 

Il  est  d'abord  évident  qu'un  plan  quelconque,  liiené  suivant  la  droite 
ab  ou  (/.[j  des  pivots,  coupe  la  surface  enveloppe  suivant  une  courbe 
du  second  degré  «c/3;  et  que  cette  courbe  est  doublement  tangente, 
aux  points  a.  et  p,  à  la  section  ACB  déterminée  par  ce  même  plan  dans 
la  surface  donnée. 

Pour  établir,  en  second  lieu,  que  toutes  les  courbes  ac^  appartien- 
nent à  une  même  surface  du  second  degré;  considérons  trois  de  ces 
courbes  acp,  ac'|3,  at"/5,  correspondantes  aux  trois  sections  aC/i, 
cf.C fj,  «C'P  de  la  surface  donnée  S:  et  la  surface  ^u  second  flegré  i 

Tome  VII  {i^  série).  —  >ovembre  iSG'2.  'iy 
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assujettie  à  passer  par  les  deux  premières  courbes  et  par  un  point  c"  de 
la  troisième.  Cette  surface  2  se  trouve  ainsi  entièrement  déterminée; 
ses  plans  tangents  aux  points  a,  p  coïncident  avec  ceux  de  la  surface  S 
aux  mêmes  points  ;  et  sa  section  par  le  plan  «c"/3  est  une  conique  qui 
passe  par  les  trois  points  «,  j3,  c",  et  dont  les  tangentes  en  a,  |3  coïn- 
cident avec  les  tangentes  aux  mêmes  points  de  la  troisième  courbe 
y.c" ^.  Cette  section  n'est  donc  autre  chose  que  la  courbe  eue" ^  elle- 
même.  Ceci  posé,  considérons  les  deux  sinfaces  S,  2,  et  leurs  indica- 
trices au  point  commun  a  :  deux  ellipses  ayant  pour  centre  commun 
le  pointa,  situées  dans  le  plan  tangent  commun  en  ce  point,  et  dont 
les  carrés  des  diamètres  correspondants  représentent  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  des  deux  surfaces. 

En  vertu  du  théorème  de  Meiuiier,  le  rapport  des  rayons  de  courbure 
en  a  des  sections  obliques  aC/3  et  acjS,  aC'/3  et  ac'/5,  aC/î  et  ac"(ti 
des  deux  surfaces,  sera  le  même  que  celui  des  sections  normales  cor- 
respondantes. Mais  les  trois  premiers  rapports  sont  égaux,  suivant  le 
lemrae  II,  et  leur  valeur  commune  est 


L'indicatrice  en  a  de  la  première  surface  a  donc  trois  de  ses  diamètres 
proportionnels  aux  trois  diamètres  correspondants  de  l'indicatrice  de  la 
seconde  surface;  et  les  deux  indicatrices  sont  des  courbes  homothéti- 
ques  .Or,  ce  résultat  suffit  pour  établir  que  toutes  les  courbes  ac/5,  en 
nombre  infini,  appartiennent  à  une  même  surface  du  second  degré.  En 
effet,  2  étant  toujours  la  surface  déterminée  par  les  trois  courbes  «cp, 
a(?'/3,  ac"j3;  soit  2,  la  surface  déterminée  par  une  quatrième  courbe 
ac,  /5,  et  deux  des  précédentes  ac' ^,  ce" [i.  Cette  nouvelle  surface  2,  et 
la  proposée  S  auront  encore  même  plan  tangent  en  a,  et  leurs  indica- 
trices en  ce  point  seront  homothétiques,  ainsi  des  lors  que  les  indi- 
catrices des  deux  surfaces  2  et  2,.  Mais  ces  dernières  indicatrices  ont 
déjà  deux  points  communs,  à  savoir,  les  extrémités  des  diamètres  cor- 
respondants aux  deux  courbes  planes  ar'/3,  ac"/3,  communes  aux 
deux  surfaces  2,  2,  ;  donc  celles-ci^  considérées  au  point  a,  ont  la  même 
indicatrice  ;  et  un  plan  quelconque ,  mené  par  ce  point,  les  coupe  sui- 
vant deux  courbes  oscutatn'ces.  Dès  lors  les  sections  des  deux  surfaces 
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2,  2,  par  un  plan  quelconque,  mené  suivant  la  droite  «fi  des  pivots, 
ont  les  deux  points  communs  a  et  |3,  même  tangente  et  même  rayon  de 
courbure  en  chacun  de  ces  points;  donc  toutes  ces  sections  coïncident  : 
et  toutes  les  surlaces  2,  2, ,  . .  . ,  qiie  l'on  avait  supposées  distinctes,  se 
confondent. 

4.  Leinme  III.  —  Si  les  pôles  a,  b  des  deux  premiers  côtés  AB,  BC 
du  triangle  pivotant  ABC  sont  deux  points  conjugués  par  rapport  à  la 
surface  circonscrite;  le  côté  libre  AC  glisse  sur  deux  droites  Jixes  :  la 
droite  ab  des  pivots  et  la  polaire  a' b'  de  cette  droite. 

En  effet,  l'enveloppe  du  côté  libre  AC,  considérée  dans  chacun  des 
plans  menés  suivant  la  droite  ab,  se  réduit  à  un  point  :  le  pôle  c  de  la 
droite  des  pivots  nb.  Et  tous  ces  pôles  c  sont  distribués  sur  la  polaire 
a'b'  de  la  droite  ab. 

o.  Théorîîme  11.  —  Si  les  trois  premiers  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche,  inscrit  à  une  sur/ace  du  second  degré,  tournent  autour  de 
trois  points  Jixes,  conjugués  harmoniquement  deux  à  deux,  par  rap- 
port à  la  surface  ;  le  côté  libre  du  quadrilatère  mobile  tourne  de  même 
autour  d'un  point  fixe  ;  et  les  pôles  des  quatre  côtés  sont  les  sommets 
d'un  tétraèdre  conjugué. 

Soient,  en  effet  a,  b,  c,  d  les  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué,   et 

FlG.    /|. 


<7,  b,  c  les  points  fixes  sur  lesquels  tournent  les  trois  premiers  côtés 
AB,  BC,  CD  du  quadrilatère  gauche  ABCD.  Menons  la  diagonale  AC. 
Les  deux  premiers  côtés  du  triangle  ABC  tournant  sur  deux  points 
conjugués  a  et  b;  le  côté  libre  de  ce  triangle,  ou  la  diagonale  AC, 
s'appuie  constamment,  d'après  le  lemme  111,  sur  la  polaire  de  la  droite 

40. 
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ab^  c'est-à-dire  sur  l'arête  cd  du  tétraèdre.  Les  deux  droites  AC  et  cd 
étant  toujours  daus  un  même  plan,  il  en  est  de  même  des  deux  droites 
AD  et  cd  :  et  le  côté  libre  du  quadrilatère  variable  s'appuie  constam- 
ment sur  l'arête  cd.  On  verrait  de  même,  en  menant  la  diagonale  BD, 
que  BD  et  ad  sonl  toujours  dans  un  même  plan;  qu'il  en  est  encore 
ainsi  de  AD  et  de  ad,  et  que  le  côté  libre  AD  du  quadrilatère  s'appuie 
constamment  siu*  l'arête  ad.  Donc  le  côté  libre  AD  s'appuie  constam- 
ment sur  les  deux  arêtes  ad  et  cd.  D'ailleurs  le  côté  libre  ne  peut  se 
mouvoir  dans  le  plan  adc,  puisque,  dans  ce  cas,  AB  et  DC  appartien- 
draient à  ce  plan,  ainsi  que  la  droite  BC,  ainsi  que  le  point  b,  ce  qui 
n'est  pas.  Donc  le  côté  libre  AD  rencontre  les  arêtes  ad,  cd  au  même 
point  rf,  et  tourne  ainsi  sur  le  point  d. 

6.  L'analogie  des  théorèmes  I  et  II  avec  quelques-unes  des  proposi- 
tions bien  connues  que  l'on  doit  à  M.  Poncelet,  semblerait  devoir  se 
prolonger  au  delà,  et  l'on  pourrait  très-vraisemblablement  conclure 
de  ce  qui  précède  que  «  l'enveloppe  du  côté  libre  d'un  polygone  gauche 
pivotant,  inscrit  dans  une  surface  du  second  degré,  est  une  autre  sur- 
face du  second  degré.  »  La  conclusion  pourtant  serait  fausse,  et  le 
problème  général  des  polygones  pivotants,  inscrits  dans  une  surface 
du  second  degré,  paraît  devoir  être  restreint,  quant  à  l'unité  des  ré- 
sultats, soit  aux  cas  particuliers  que  nous  avons  déjà  examinés,  soit  à 
d'autres  cas  où  l'on  établirait  des  dépendances  convenables  entre  les 
points  fixes  autour  desquels  doivent  tourner  les  premiers  côtés  du  po- 
lygone. L'on  trouve,  en  effet,  en  laissant  ces  points  fixes  indépendants 
les  uns  des  autres,  que  les  côtés  libres  n'admettent  plus  une  commune 
définition  comme  précédemment;  mais  qu'ils  se  partagent  en  une  infi- 
nité de  séries  telles  que  les  côtés  d'une  même  série  demeiu^ent  tangents 
à  une  même  surface  du  second  degré,  cette  surface  variant  d'ailleurs 
d'une  série  à  l'autre. 

Quant  aux  cas  particuliers  auxquels  nous  avons  fait  allusion,  ils  sont 
évidemment  susceptibles  d'une  très-grande  variété.  Nous  citerons  pour 
exemple  le  cas  d'un  pentagone  gauche  dont  les  quatre  premiers  côtés 
tournent  sur  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  et  dont  le  côté 
libre  enveloppe  une  surface  du  second  degré. 
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IV. 

1.  Problème.  —  Étant  donnés  une  surface  du  second  degré  et  un 
point  fixe  O,  Von  conçoit,  menées  par  ce  point,  trois  portions  de  cordes 
rectangulaires  OA,  OB,  OC,  terminées  à  la  surface,  et  les  plans  tan- 
gents à  celle-ci  menés  par  les  extrémités  de  ces  cordes  :  le  point  de  con- 
cours de  ces  plans  tangents  décrit  une  surface  quil  s'agit  de  déter- 
miner. 

Soient 

(i)         kx-  -H  k'j-  -+■  A"z^  +  iCx  +  iCj  -h  iC  z  +  D  =  o, 

la  surface  donnée  rapportée  à   trois  axes  rectangulaires  menés  par  le 
point  fixe  O; 

(2)  z  =  ax  +  è/  -t-  r, 

le  plan  ABC  passant  par  les  extrémités  des  trois  cordes  rectangulaires 
OA,  OB,  OC,  et 

„     (  c''(A^^  +  A'j=  + A"5^)  +  2c:z-flx-3j)(Cx-4-C'jr+C"z) 
^    '  \  ^Tt[z-ax-  bjy  =  o, 

l'équation  du  cône  auxiliaire  ayant  pour  sommet  le  point  O,  et  poui 
base  la  trace  du  plan  ABC  sur  la  surface. 

Les  trois  génératrices  particulières  OA,  OB,  OC  de  ce  cône,  for- 
mant un  système  rectangulaire,  la  somme  algébrique  des  coefficients 
des  carrés  des  variables  doit  être  nulle  dans  l'équation  (3),  et  l'on  a 

c=(A  +  A'4- A")-  2c(Ca  +  C'è-C")  +  D(a=  -+- b' -h  i)  =  o. 


(4)     D(a^  +  h^)  +  (A  +  A'  +  A") c'  -  iC.ac  -  2C'.  bc  +  2C".c  +  D  -  o. 

C'est  la  relation  existant  entre  les  paramètres  variables  a,   b,  c  qui 
figurent  dans  l'équation  du  plan  ABC.  D'ailleurs  ce  plan  ABC  n'est 
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autre  chose  que  le  plan  polaire  d'un  point  du  lieu  clierché,  et  cette  re- 
lation est  du  second  degré  en  a,  h,  c.  Donc  la  surface  cherchée  est 
elle-même  du  second  degré. 

2.  Si  l'on  remarque  maintenant  que  chacune  des  trois  cordes  rec- 
tangulaires OA,  OB,  OC  coupe  la  surface  en  deux  points,  et  si  l'on 
combine  de  toutes  les  manières  possibles  les  plans  tangents  menés  par 
des  points  qui  appartiennent  à  trois  cordes  distinctes,  on  obtient  ce 
théorème  : 

Si  trois  cordes  rectangulaires  d'un  ellipsoïde  tournent  autour  d'un 
même  point  fixe,  les  six  plans  tangents  menés  à  l'ellipsoïde  parles 
extrémités  de  ces  cordes  déterminent  un  hexaèdre  vaiiable,  à  faces 
quadrilatères;  cet  hexaèdre,  dans  son  mouvement,  reste  toujours  cir- 
conscrit à  l'ellipsoïde  donné  et  inscrit  à  un  second  ellipsoïde  déterminé  j 
et  les  diagonales  qui  réunissent  ses  sommets  opposés  se  croisent  au  même 
point. 

Cette  proposition  offre  un  premier  exemple  d  un  polyèdre  vaiiable 
simultanément  inscrit  et  circonscrit  à  deux  surfaces  fixes  du  second 
degré.  M.  Prouhet  en  a  trouvé  de  son  côté  plusieurs  autres,  consignés 
dans  un  Mémoire  considérable  que  des  raisons  particulières  l'empê- 
chent de  publier  encore. 

V. 

1 .  Si  l'on  désigne  par  rt,  b,  c  trois  paramètres  indéterminés,  et  par 
A  =  o,   A' =  o;     B  =  o,   B'  =  o;     C  =  o,  C  =  o 

les  faces  opposées  d'un  hexaèdre  à  faces  quadrilatères;  l'équation 
générale  des  surfaces  du  second  degré  circonscrites  à  cet  hexaèdre  est 

,   ,  A. A'         B.B'         ce 

(l)  —;;-  ■+-  "ir  "^  "7~  —  °' 

comme  on  le  voit  immédiatement.  Rapprochée  de  l'équation  connue 

,   ,  A. A'        B.B' 

i)  —  +-r-  =  O, 
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tles  courbes  du  second  degré  circonscrites  à  un  quadrilatère,  elle 
montre  que  la  figure  de  l'espace  susceptible  d'offrir  des  propriétés 
analogues  à  celles  du  quadrilatère  inscrit  à  une  conique  est,  au  moins 
à  certains  égards,  l'hexaèdre  à  faces  quadrilatères  inscrit  à  une  surface 
de  second  ordre;  et  cette  observation  pourra  peut-être  s'utiliser.  Mais 
l'équation  (1)  présente  une  anomalie  tout  à  fait  imprévue,  et  dont  la 
seule  constatation  fournit  un  théorème  intéressant. 

On  sait,  en  effet,  qu'une  surface  du  second  ordre  est,  en  général, 
déterminée  par  la  donnée  de  neuf  points;  de  telle  sorte  que,  après 
avoir  exprimé  qu'une  pareille  surface  passe  par  huit  points  donnés, 
l'équation  obtenue,  rendue  homogène  par  rapport  aux  paramètres 
indéterminés,  ne  doit  plus  contenir  que  deux  de  ces  paramètres.  Or 
ici  la  surface  (i)  est  dcja  assujettie  à  passer  par  huit  points  donnés,  les 
huit  sommets  de  l'hexaèdre;  mais  son  équation  contient  encove  trois 
paramètres  indéterminés  et  que  l'on  pourra  particulariser  de  ma- 
nière que  la  surface  contienne  deux  nouveaux  points  choisis  arbi- 
trairement dans  l'espace.  Il  faut  donc  que  la  donnée  géométrique  des 
huit  premiers  points  se  traduise  aualytiquement  par  huit  conditions 
réductibles  à  sept,  et  cette  réduction,  nécessaire,  se  traduit  à  son  tour 
par  ce  théorème  curieux  :  Toute  surface  de  second  ordre  passant  par 
les  sept  premiers  sommets  d'un  hexaèdre  octogonal,  passe  aussi  par  le 
huitième. 

1.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  la  proposition  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Soient  ahcd^  a!  b' d d'  deux  faces  opposées  de  l'hexaèdre  octogonal, 
et  d'  le  sommet  qui  n'est  pas  donné  comme  appartenant  à  la  surface  S. 
Les  faces  abcd,  a'b'c'd'  se  coupant  dans  une  droite  DD',  soient  i,  2, 
3,  4  les  traces  des  côtés  ab,  bc,  cd,  da  sur  la  droite  DD',  et  5,  6,  les 
traces  de  celte  droite  elle-même  sur  la  surface.  Les  points  i,  2,  3,  4) 
seront  aussi  les  traces  des  côtés  a'  b',  b' c\  c'  d\  d' a'  sur  la  droite  DD', 
et  les  points  5,  6  représenteront  aussi  les  communes  traces  de  la  droite 
DD'  sur  les  coniques  abcd,  a'  b' c',  déterminées  dans  la  surface  par  les 
plans  des  deux  faces  considérées. 

Cela  posé,  les  points  i,  2,  3,  4,  5,  6,  considérés  comme  appartenant 
au  plan  de  la  face  abcd,  sont  les  traces  d'une  même  droite  DD'  sur  une 
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conique  abcd  et  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit.  Les  points 
1,2,3,  4)  5,  6  sont  donc  en  involution.  Mais  ces  six  points  appartien- 
nent aussi  au  plan  a'i'c't/',  et  ne  sont  autres,  dans  ce  plan,  que  les 
traces  d'une  même  droile  DD'  sur  une  courbe  du  second  degré  a'b' c' 
et  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère  a' b'c' d'  dont  les  trois  premiers  som- 
mets appartiennent  à  cette  combe;  ils  sont  de  plusen  involution  ;  donc 
le  dernier  sommet  du  quadrilatère  appartient  à  la  courbe,  et  le  dernier 
sommet  de  l'hexaèdre  à  la  surface. 

."».  Une  autre  démonstration  purement  descriptive  est  celle-ci  :  Que 
l'on  imagine  le  quadrilatère  gauche  ABCD  formé  par  les  intersections 
successives  des  arêtes  latérales  an' ,  bb\  ce' ,  dd'  de  l'hexaèdre  précé- 
dent ;  et  l'hyperboloide  TI  passant  par  les  quatre  côtés  de  ce  quadrila- 
tère, et  par  un  neuvième  point  a  situé  sur  la  section  de  la  surface  S 
par  le  plan  nbcd.  Cet  hvperboloïde  est  entièrement  déterminé,  et  son 
inlerseclion  avec  la  surface  proposée  est  un  système  de  deux  courbes 
planes.  La  première,  abcd 7.,  en  vertu  de  la  définition  de  l'hyperbole, 
et  le  plan  de  la  seconde  coïncidant  avec  le  plan  des  trois  points  d , 
/»',  6-',  communs  aussi  aux  deux  surfaces.  D'ailleurs  la  trace  de  l'hyper- 
boloide sur  le  plan  a! b' c'  passe  aussi  par  le  point  d' .  Donc,  etc. 

VI. 

I .  «1  Toute  surface  du  second  degré  qui  se  trouve  tangente  aux  sept 
premières  faces  d'un  octaèdre  hexagonal  est  aussi  tangente  à  la  hui- 
tième. »  C'est  le  théorème  corrélatif  du  précédent.  Il  en  résulte  que  le 
lieu  des  centres  des  surfaces  du  secoiul  degré  inscrites  à  un  pareil  oc- 
taèdre, est  le  même  que  le  lieu  analogue  pour  les  surfaces  tangentes  à 
sept  plans  donnés;  c'est-à-dire  un  plan,  comme  l'on  sait.  On  ne  sait 
rien,  il  est  vrai,  sur  la  construction  générale,  probablement  très-com- 
pliquée, de  ce  plan  au  moyen  des  sept  plans  donnés;  mais  nous  allons 
voir  que  cette  construction  est  infinimenl  simple  dans  le  cas  particu- 
lier des  surfaces  inscrites  à  un  octaèdre. 

2.  Considérons,  en  effet,  un  octaèdre  hexagonal  quelconque  et  ses 
trois  quadrilatères  gauches  diagonaux;  chacun  de  ceux-ci  ayant  pour 
côtés  quatre  arêtes  conséciilives  de  l'oclaèdre,  et  séparant  deux  de  ses 
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sommets  opposés.  Imaginons,  en  outre,  les  trois  séries  d'iiyperboloides 
passant  par  les  côtés  de  chacun  de  ces  trois  quadrilatères.  Comme  tout 
plan  mené  par  une  génératrice  recliligne  d'un  liyperboloïde  est  tan- 
gent à  la  surface  en  quelque  point  de  cette  génératrice,  tous  ces  hy- 
perboloïdes  se  trouveront  tangents  aux  huit  faces  de  l'octaèdre;  et  les 
trois  lieux  de  leurs  centres  appartiendront  au  plan  général  des  centres. 
Mais  on  sait  que  la  droite  qui  réunit  les  milieux  Hes  diagonales  d'un 
quadrilatère  gauche  est  le  lieu  des  centres  des  lijperholoïdes  passant 
par  les  côtés  de  ce  quadrilatère.  Donc  ici  la  droite  des  milieux  des 
diagonales,  relative  à  chacun  des  trois  quadrilatères  diagonaux,  appar- 
tient au  plan  général  des  centres.  D'ailleurs  les  diagonales  des  quadri- 
latères diagonaux  ne  sont  autres  que  les  diagonales  mêmes  de  l'oc- 
taèdre; et  l'on  en  conclut  que  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
degré  inscrites  à  un  octaèdre  hexagonal  quelconque,  est  le  plan  mené 
par  les  milieux  fie  ses  diagonales.  Proposition  analogue  au  théorème 
de  Newton  sur  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  quadrila- 
tère plan. 

VII. 

1.  Le  théorème  du  §  V  est  implicitement  compiis  dans  la  propo- 
sition suivante,  aussi  belle  que  générale,  et  que  l'on  doit  à  M.  Otto 
Hesse  :  «  Toute  surface  du  second  degré,  passant  par  les  sept  premiers 
sommets  de  deux  tétraèdres  isolément  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  également  du  second  degré,  passe  aussi  par  le  huitième.  En 
outre,  sept  points,  donnés  arbitrairement  dans  l'espace,  étant  consi- 
dérés comme  formant  les  sept  premiers  sommets  de  deux  tétraèdres 
isolément  conjugués  par  ra|)port  à  une  surface  du  second  degré,  in- 
connue de  forme  et  de  position  :  cette  surface  et  le  huitième  sommet 
sont  déterminés.  »  Les  calculs,  à  l'aide  desquels  le  célèbre  géomètre 
établit  ce  théorème,  paraissent  compliqués,  au  moins  pour  les  lecteurs 
peu  familiers  à  la  nouvelle  analyse.  Mais  on  peut,  en  reprenant  en  sens 
uiverse  le  chemin  de  l'auteur,  le  ramener,  connne  il  suit,  à  l'analyse 
vulgaire. 

2.  Soient 

II) 


loniu  VII  (j'  série).  —  Novembre  18G2. 
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une  surface  du  second  degré,  S,,  rapportée  aux  quatre  faces  du  té- 
traèdre de  référence 

et 

W  -     ir  +  ^  +  T  =  " 

le  plan  polaire  du  point  [x'fz't')  par  rapport  à  la  surface  (i.  Il  résulte 
immédiafemont  de  l'équation  (2)  que  le  tétraèdre  de  référence  [xjzt] 
est  conjugué  par  rapport  à  la  surface  (i). 

3.  Soient,  en  outre, 


ip) 


p 

ou 

A  .r  +  Bj-t-Cz  — 

t  =  0, 

p. 

ou 

A,x  +  B,jr +  C,z- 

^  =  0, 

Po 
p. 

ou 
ou 

Aj.r  + 

.  =  0, 

A,.r  -4- 

.  =  0, 

les  faces  d'un  second  tétraèdre  conjugué  relativement  à  la  même 
surface. 

Identifiant  d'abord  l'équation  P  et  l'équation  (2),  l'on  a 

x'=rtA<',     j'-=bY3t',     z'=cCt', 

pour  le  pôle  (x' j'z't')  de  la  première  face  P  du  second  tétraèdre;  et 
l'on  trouverait  de  même  les  pôles  des  autres  faces.  D'ailleurs,  le  pôle 
de  chacune  de  ces  quatre  faces  doit  appartenir  aux  trois  autres,  et  de  là 
résultent  ces  sLr  équations  de  condition 

1  rtAA,  +  èBB, +  cCC,  =  1, 

2  aAAj-t- ^BB3  +  cCC2=  I, 

3  aAA,-^bBB,+  cCC^=i; 

4  flAoAjH- iBoB3-hcC,X3  =  I, 

5  rtAjA, -f- /jBjB,  +  CC3C,  =  I, 

6  aA,A,H-^'B,Bo  +  cC,C,  =  i. 
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4.   Soit  enfin 

(3)      /H,PP,-h  wioPPo+z/iaPPj-h.a.P.Ps  +  iJLsPaP,  +  a3P,P2  =  o 

l'équation  d'une  surface  indéterminée  du  second  degré,  circonscrite 
au  second  tétraèdre  (PPiP^Pj),  actuellement  conjugué  par  rapport  à 
la  surface  (i).  Pour  que  la  surface  (3)  passe  par  trois  des  quatre  som- 
mets du  tétraèdre  conjugué  primitif  (a;^zi),  il  faut,  en  remplaçant  dans 
l'équation  (3)  les  fonctions  P  par  leurs  valeurs  (/)),  que  trois  des  quatre 
carrés  j:^,  ^*,  z",  t"^  disparaissent  d'eux-mêmes  de  l'équation  résultante 

/        m,{kx  +  Bjr  -I-  Cz  -  t)  (A,  X  +  B,  jr  -h  C,  z  -  0 
(3')  + /«2(Aj:...)(A2X...)  +  '»3(Aj:'..-)(A3X...) 

'    -t-  ll,{kiX...)[kiX...)-\-  iJ.^...  H-  fx,...  =  o. 

Les  six  coefficients  nif,  m.,,  m^,  ^j.,,  [x^i  [J-t  satisferont  donc,  par 
hypothèse,  à  trois  des  quatre  équations  suivantes,  obtenues  en  égalant 
à  zéro  les  coefficients  des  termes  en  jc^,  y-,  z^,  t^  de  l'équation  (3')  : 

(I)  m,  AA,  +  m2AA2  +  /«3AA3  +  p.,  A2A3  +  fJ-jAsA,  -^-  ix-^h.,  S^—  o, 

(II)  7?z,BB,  +  WoRBo  +m3BB3  +  |7.,BoB3  -h  1J.2B3B,  +  ^36,80  =  0, 

(III)  m,  ce, -h -l-fJl.CaCa-f- =0, 

(IV)  m,  -h  nu  -+-  nij  -+-  ix,  -t-^j  -4-  [x,  =  o. 

Et  la  surface  (3),  qui  passe  déjà,  suivant  l'hypothèse,  par  les  quatre 
sommets  tlu  tétraèdre  PP.PoP,  et  par  Mois  des  sommets  du  tétraèdre 
xyzt^  passera  d'elle-même  par  le  dernier  de  ces  sommets,  si  l'une  quel- 
conque des  quatre  équations  de  condition  (I),  (II),  (III),  (IV)  est  une 
conséquence  des  trois  autres;  ce  que  l'on  vérifie  aisément. 

Des  égalités  i,  2,  3,  4?  5,  6,  respectivement  multipliées  par  les 
nombres  ;«,,  rrin,  nij,  [j.,,  p.21  P's»  6t  ajoutées  membre  à  membre,  il 
résulte,  en  effet,  cette  nouvelle  égalité 

(I)rt  +  (II)^.  +  (III)c  =  (IV). 

Mais  trois  des  quatre  termes  de  celle-ci  sont  nuls  par  hypothèse;  le 

5o.. 
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qualrièine  ternie  est  donc  nul  de  lui-même;  l'une  quelconque  des 
équations  (I\  (II),  (111),  (IV)  est  une  conséquence  des  trois  autres,  et 
la  première  partie  du  théorème  est  démontrée. 

0.  «  Le  premier  tétraèdre  .rj-zt  et  les  trois  faces  P,,  P, ,  P3  du 
second  tétraèdre  étant  donnés;  la  quatrième  face  P  de  celui-ci  est 
déterminée,  ainsi  que  la  surface  du  second  degré  (i),  par  rapport  a 
laquelle  chacun  des  deux  tétraèdres  doit  être  conjugtié.   » 

Les  trois  faces  P,,  Po,  P3  étant  données,  les  coefficients  A,,  B,,  C,  ; 
Ao ,  Bo,  C2;  A3,  Bj,  C3,  qui  figurent  dans  les  équations  de  ces  faces 
rapportées  au  tétraèdre  donné  xjzt,  sont  des  nombres  donnés;  les  six 
coefficients  A,  B,  C,  fi,  b,  c,  relatifs  à  la  face  P  et  à  la  surface  (1),  de- 
meurant, au  contraire,  indéterminés  ou  inconnus.  Mais  les  équations 
4,  5,  6  sont  linéaires  par  rapport  aux  inconnues  «,  è,  c  et  les  déter- 
minent. Les  équations  1,  2,  3  où  rt,  i,  c  ne  désignent  plus  que  des 
nombres  connus,  sont  linéaires  encore  par  rapport  aux  inconnues 
restantes  A,  B,  C,  et  les  déterminent.  Donc,  etc. 

6.  «  Le  premier  tétraèdre  njzt  et  les  trois  premiers  sommets 
P.<  Pi-,  Pi  du  second  tétraèdre  pp,p.,p3  étant  donnés,  le  qualiieme 
sommet^  de  celui-ci  et  la  surface  (1)  sont  déterminés.    » 

Soient,  en  effet,  X,  Y,  Z,  T  et  P,,  Pj,  P3  les  plans  polaires  des  som- 
mets X  (opposé  à  la  face  x  =  o),  j,  z,  t,  et  p,,  p.,  Pz ,  P^f  rapport  à 
une  surface  auxiliaire  quelconque  du  second  degré. 

Si  l'on  considère  X,  Y,  Z,  T  et  P,,  P^,  P3  comme  formant  les  sept 
premières  faces  de  deux  tétraèdres  isolément  conjugués  par  rapport  à 
une  surface  inconnue  du  second  ordre  2,,  on  conclura  de  ce  qui 
précède  que,  le  premier  tétraèdre  XYZT  étant  donné  ainsi  que  les  trois 
faces  P,,  P2,  P3  du  second,  la  quatrième  face  P  de  celui-ci  et  la  sur- 
face I2  sont  déterminées.  De  là  enfin,  en  revenant  à  la  figure  primitive, 
on  verra  que  le  quatrième  sommet  p  du  second  tétraèdre  et  la  sur- 
face (i)  se  trouvent  déterminés,  et  ne  sont  autres  que  le  pôle  du  plan  P 
et  la  polaire  réciproque  de  la  surface  2o,  par  rapport  à  la  surface  auxi- 
liaire. 

Y III. 

1.  Les  équations  les  plus  générales  de  quatre  droites,  menées  d'une 
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manière  quelconque  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre 

étant 


B) 


les  droites  (D)  seront  quatre  génératrices  du  même  mode  de  géné- 
ration d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  s'il  existe  entre  les  douze  coef- 
ficients a,  r,  et  a.2,,,  ^,,3  et  «3,,  .  .  . ,  les  six  relations 


D,, 

X,     X3                X, 

"2,1                «3,1                Ol.l 

D,, 

X,                X.                X, 

"i.t         03,!         a*. 2 

X,              r,              r, 

D3, 

«1,3          "3,3          "4,3 

■r,              X2             Xi 

D4, 

"1.1                «3,.                «3,1 

('/) 


2.  Ces  conditions  étant  remplies,  les  génératrices  du  même  hyper- 
boloïde, conjuguées  des  premières,  c'est-à-dire  issues  des  sommets  du 
même  tétraèdre,  et  appartenant  au  second  mode  de  génération,  seront 
les  suivantes 

'  1     T)' 


D'4, 

et  leurs  équations  se  déduisent  des  premières  (D),  en  remplaçant,  dans 
celles-ci,  les  coefficients  fl,_2, . . . ,  par  les  inverses  — ?  •  •  •  i  des  coeffi- 
cieuts  opposés  ou  à  indices  complémentaires  a^,, ,... . 

3.  Enfin,  les  quatre  génératrices  du  second  système  se  confondront 
avec  les  génératrices  correspondantes  du  premier;  celles-ci,  elles-mêmes, 
seront  concourantes,  et  Ihyperboloïde  se  réduira  à  un  cône,  si  l'on  a 
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en  outre  la  double  égalité 

(C?)  «1,2  «3,4  =  '^1,3  «2.4   =  «1,4  «2,3- 

I,a  vérification  de  tous  ces  énoncés  ne  présente  aucune  difficulté,  et 
MOUS  ne  nous  y  arrêterons  pas  autrement,  dans  l'ignorance  où  nous 
sommes  si  les  équations  (D)  et  (D')  n'auraient  pas  été  données  déjà. 
Nous  pourrons  d'ailleurs,  si  ces  formules  paraissent  nouvelles,  indi- 
quer dans  une  autre  occasion  la  méthode  qui  nous  y  a  contluit;  et 
nous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  à  en  présenter  quelques  appli- 
cations. 

4.  Soient  o  =  ^,  =  x,  =  j:,  =  x,,  les  faces  opposées  aux  sommets 
I,  -x^  3,  4  du  tétraèdre  t234,  les  fonctions  a:,,  Xj,...,  développées, 
étant  xcosa,  +  _/cos/3,  +  zcosy,  —  p,, — 

Si  l'on  désigne  par  a,,,,  «.>_3,...,  les  dièdres  formés  par  les  faces  x, 
et  o-o,  J^a  et  X3,...,  on  trouvera  sans  peine,  pour  les  quatre  hauteurs 
H,,  Ho,  H3,  H^  du  tétraèdre,  les  équations  suivantes 


H., 

.i  ;                                             .*    3 

■*  i 

/\ 

—          /X 

COS(7i,i            COS«-,.i 

cos«,,, 

II.,, 

j-i                    .r, 

■^1 

/\                  /■-, 

/  ' 

COSrti.î           COSfl;,  1 

C0SO4., 

Tîj. 

H,. 

équations  de   la   même  forme  que   les  équations  (D).  D'ailleurs,  les 
équations  de  condition  (c/) 


se  réduisent  ici  à  des  identités,  puisque  l'on  a,  identiquement, 

COSrt,_.j  =  COSftj,, 
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et  ainsi  des  autres.  Les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  quelconque 
forment  donc  toujours  quatre  génératrices  du  même  mode  de  généra- 
tion d'un  hyperboloide  à  une  nappe,  théorème  bien  connu  et  que  l'on 
doit  à  M.  Chasles. 

a.  Mais  ou  peut  donner  à  cette  proposition  un  complément  nou- 
veau; et  il  arrive  même  ici,  par  une  sorte  de  hasard  rationnel  qui 
devrait  s'offrir  plus  souvent,  que,  présentée  dans  toute  son  étendue,  la 
proposition  devient  évidente. 

Que  l'on  considère,  en  effet,  en  même  temps  que  les  quatre  généra- 
trices ou  les  quatre  hauteurs  précédentes,  leurs  génératrices  co«yMg«e'ej. 
Les  équations  de  celles-ci  seront,  d'après  le  n°  2, 

;      ,  /x  /x  /\ 

H',   ,         X.,  COSrt3,4  =  X.  COSrt2,4  =   J^4  COSfl2_3  , 

H'o ,     X,  cosrtj  4  =  JC3  cosa,  4  =  jCj,  cosa,  3 , 
(H')  <      - 

I  H',,      • , 


'h;,    

Or  chacune  de  ces  nouvelles  droites  dépend  seulement  de  l'un  des 
quatre  trièdres  du  tétraèdre  proposé;  et  l'on  lit  aisément,  sur  leiu-s 
équations,  que  chacune  d'elles  est  la  droite-hauteur  du  trièdre  corres- 
pondant, ou  la  commune  intersection  des  trois  plans  menés,  suivant 
chacune  des  arêtes  du  trièdre,  perpendiculairement  à  la  face  opposée. 
Il  en  résulte  que  «  les  quatre  droites-hauteurs,  relatives  aux  quatre 
trièdres  d'un  tétraèdre  quelconque,  et  les  quatre  hauteurs  du  tétraèdre 
forment  huit  génératrices  d'un  même  hyperboloide  «  D'ailleurs,  et 
présentée  dans  ces  termes,  la  proposition  est  évidente;  car  il  résulte 
immédiatement,  de  la  définition  géométrique  des  huit  droites,  que 
chacune  des  droites  H,  ou  H',  rencontre  toutes  les  droites  H',  ou  toutes 
les  droites  H. 

Remarque.  —  La  plupart  des  théorèmes  analogues  énoncés  par 
M.  Chasles  s'établissent  géométriquement  de  la  même  manière  et  de- 
viennent évidents  par  la  juxtaposition,  aux  quatre  droites  de  l'énoncé, 
des  quatre  génératrices  conjuguées.  Par  exemple  :  «  Dans  tout  tétraèdre 


4oo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

circonscrit  à  une  surface  du  second  ordre,  les  droites  unissant  chaque 
sommet  au  point  de  contact  de  la  face  opposée,  sont  quatre  généra- 
trices, etc.  »  Les  quatre  génératrices  conjuguées  s'obtiendront  ici  de 
la  manière  suivante:  on  considérera  les  trois  points  de  contact  /, ,  ^3, 
t^  des  faces  adjacentes  au  sommet  i  du  tétraèdre;  le  triangle  T,  T,  T, 
circonscrit  à  la  surface,  déterminé  j)ar  le  plan  de  ces  trois  points; 
et,  dans  ce  triangle,  le  point  de  concours  5,  des  droites  joignant  cha- 
que sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé;  la  droite  qui  réunit 
le  sommet  i  du  tétraèdre  au  point  0,  sera  l'une  des  quatre  génératrices 
auxiliaires,  dont  l'intervention  ramènera  le  théorème  à  l'évidence. 

(>.  I^es  droites  (H)  et  (H)  se  confondent,  et  les  quatre  hauteurs  du 
tétraèdre  concourent  eu  un  même  point,  si  l'on  a,  suivant  la  double  con- 
dition (â), 

(ïj)  '         cosa,_2 .  cosrt3_4  =  cosrt,,3 .  cosrto,»  =  cosrt,  4 .  cosoj,,. 

Mais  ce  cas  correspond,  comme  on  sait,  à  l'orthogonalité  des  arêtes 
opj)osées  du  tétraèdre;  et  celle-ci,  comme  on  l'a  vu  dans  le  §  1*"^,  se 
traduit  directement  par  cette  double  égalité  : 

(,)  a'  -  b"'  —  c'-  =  h''  -  c'=  -  a'^  =  c'  —  a'^  -  b'\ 

ou  a,  b,  c  désignent  les  côtés  de  la  buse  et  a',  b',  c'  les  arêtes  opposées 
à  ces  arêtes.  Les  équations  de  condition  (i)  et  [n)  sont  donc  équiva- 
lentes. 

7.  Que  l'on  imagine,  menés  par  le  centre  d'une  sphère,  quatie 
plans  parallèles  aux  faces  du  tétraèdre  précédent,  et  huit  rayons  paral- 
lèles aux  droites  (H)  et  (H');  les  traces  sphériques  de  ces  rayons,  pa- 
rallèles à  huit  génératrices  d'un  hyperiioloïde,  seront  huit  points  d'une 
même  conique  sphérique.  D'ailleu.rs,  les  quatre  premières  traces  sont  les 
pôles  des  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  sphérique  quelconque;  les 
(piatre  dernières  sont  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  déterminés  par  les  côtés  de  ce  quadrilatère,  pris  trois  à  trois; 
et  l'on  a  ce  théorème  :  Dans  tout  quailrilatère  sphérique,  les  pôles  des 
quatre  côtés  et  les  points  de  rencontre  fies  hauteurs  de  chacun  des 
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quatre  triangles  Jorniés  par  les  côtés  du  quadrilatère,  pris  trois  à  trois, 
sont  huit  points  d'une  même  conique  sphérique. 

Si  le  rayon  grandit  indéfiniment,  le  quadrilatère  sphérique  se  trans- 
forme en  un  quadrilatère  plan;  les  pôles  des  quatre  côtés  disparaissent 
sur  la  droite  à  l infini^  et  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  se  trouvent  distribués  sur  une  seconde  droite.  Dans  le  cas 
enfin  où  les  diagonales  du  quadrilatère  sphérique  sont  égales  à  un 
quadrant,  les  huit  points  se  réduisent  à  quatre;  et  les  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  des  quatre  triangles  se  confondent  avec  les  pôles 
des  quatre  côtés. 

8.  Si  l'on  appelle  médiane  d'un  trièdre  la  commune  intersection  des 
trois  plans  menés  par  chacune  de  ses  arêtes  et  par  la  bissectrice  de  la 
face  opposée,  on  verra  encore  que  :  Les  quatre  médianes  déterminées  par 
les  quatre  trièdres  d'un  tétraèdre  quelconque  sont  quatre  génératrices 
d'un  même  hjperboloïde;  quil  en  est  de  même  des  quatre  droites  unis- 
sant chaque  sommet  du  tétraèdre  au  centre  du  cercle  inscrit  dans  la  face 
opposée,  et  que  ces  huit  droites  appartiennent  au  même  hyperholoïde. 

On  trouve,  eu  effet,  pour  les  quatre  premières  droites, 

M, ,     Xj  sin  (73,4  =  oc^  sin  a^,  ^  =  jCj,  sin  «2,3 , 

,  M2,      , 

(M)  ^" 

'm,,     , 

et  pour  les  quatre  dernières, 

sin(7,,i        sina,,,        sin«i,, 
M'„,      

;m')  '     - 

'  M'3, 

les  huit  droites  se  réduisant  à  quatre,  et  ces  qualre  droites  concourant 
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en  un  même  point,  si  l'on  a 

(/n)  sinfl,,2.sina3,4  =:  sin«,  3 .  sinrto ,  =  sinrt,,^ .  sinaj^g. 

IX. 

1.  La  représentation  analytique  de  quatre  génératrices  d'un  hyper- 
boloïde,  qui  résulte  des  équations  (D)  du  paragraphe  précédent,  sup- 
pose ces  quatre  droites  menées  par  les  sommets  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence 

Mais  quatre  génératrices  d'une  pareille  surface  peuvent  être  définies 
autrement,  et,  au  lieu  de  passer  res|)ectivement  par  les  quatre  points 
d'un  certain  tétraèdre,  être  situées  une  à  une  dans  chacun  des  plans 
de  ses  quatre  faces.  Il  ne  sera  donc  pas  inutile,  pour  compléter  cette 
étude,  de  former  les  équations  qui  répondent  à  cette  seconde  défini- 
tion. 

Or  les  équations  les  plus  générales  de  quatre  droites  situées  respec- 
tivement, et  d'une  manière  quelconque,  dans  les  quatre  faces  au 
tétraèdre  o  =  jc,  =  X2  =  x,  ^  x^ ,  étant 


(Al 


x,-=o,  et  fl,  jj;-,  +  rt,_3.ï'3 -4- «,  4 jf,  =  o,  A,, 

a'2  =  o,  et  rt2,i'"(  -•"  '"'i.a-Ts  +  (h.i^i  =  O)  '^2) 

.r3=o,  et  «3.1  J:'i  + '''3,2  J"2  +  <'3,4.ï'4  =  o,  A3, 

.r,z=io,  et  <i^  ,X|  +  ^4  2-^2  +  «^^j-Tj  =  o,  Aj  : 


ces  droites   seront  quatre  génératrices  du  même  mode  de  génération 
d'tuî  hvperboloïde,  si  l'on  a  les  six  relations 

((?)  1=^  =  ^  =  ...=  "^. 

2.  D'ailleurs,  ces  conditions  étant  remplies,  les  quatre  génératrices 
du  même  hvperboloïde,  conjuguées  des  premières,  c'est-à-dire  situées 
dans  les  faces  du  même  tétraèdre  et  appartenant  au  second  mode  de 
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génération,  seront  les  suivantes  : 


.r,  /Cj  x^  ., 

=  o,     et     -^  H 1 =  o,  A,, 

":,,>  CiA  «2,3 

^,  =  O,     et     —  -I -\ ^  =  o  ,  A'  , 

«3,i  «1.1  «1,3 

",  =  o,     et 1- =  o,  At, 

^. -o,  ,  A'J*1 


:a'i 


5.  Enfin  ces  huit  droites  se  réduiront  à  quatre,  et  ces  quatre  droites 
concourront  en  un  même  point,  si  l'on  a  la  double  égalité 

i.  application.  Théorème.  Si  les  huit  faces  .j,  ,  X,;  x^,  Xj  ; 
jTj,  Xj,  .r4,  X^  de  deux  tétraèdres  se  coupent  deux  à  deux  suivant 
quatre  génératrices  du  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde  ; 
les  droites  réunissant  les  sommets  homologues  des  deux  tétraèdres 
seront  aussi  quatre  génératrices  d'un  second  hyperboloide.  Récipro- 
quement, si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  homologues  de  deux 
tétraèdres  sont  quatre  génératrices  d'un  hyperboloïde;  les  droites, 
intersections  des  faces  homologues  des  deux  tétraèdres,  sont  aussi 
quatre  génératrices  d'un  second  hyperboloïde  [Cnjley). 

La  doctrine  des  |iolaires  réciproques  permet  de  passer  de  l'une  de 
ces  propositions  à  l'autre,  et  nous  nous  bornerons,  dès  lors,  à  établir 
la  proposition  directe. 

Soient,  à  cet  effet, 
{x)  o  =  a',  =  .rj  =  a'3  =  .r^, 


[*j  Ces  nouvelles  équations  se  formant  des  premières  en  remplaçant  dans  celles-ci 
chacun  des  coefficients  «,.,..,,  iiar  l'inverse  —  du  coefficient  à  indices  complémen- 

«3.1 

taires«,,4. 

5... 
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les  faces  du  premier  tétraèdre,  et 

1  o  =  X,^=at,JCf-ha,.,.r„-^  «i.a-i's  -I-  '^i.i*'^ , 

(X)  i  -    ■ 


I     O    =   X4   =   rt^^i  J",    -1-    «4   2'ï'2    -I-   '''■,,3 -^3   +    '^S.i-^'i  1 

les  faces  homologues  du  second.  Les  droites  A,,  A^,  intersections  des 
faces  homologues  a\  et  X,,  Xj  et  Xo.  .  .  . ,  ont  pour  équations 

.r,  =1  o,     et     f/|,2-t"2  +  «i.3-ï'3  +  «i,*.ïi  =  o,      A,, 

r2:=o,     et     «2 ,  .r,  +  rto  3^-3 -h  «2  4J^4  =^  o,      A.>, 
(A)  ,  -.  . 

.r^  —  o,  ,     A3 , 


',  JTl  =  o,  ,     A4; 

et  puisque  ces  droites,  par  hypothèse,  sont  quatre  génératrices  d'iui 
hyperboloide,  Ion  a,  d'après  le  paragraphe  précédent,  entre  les  coeffi- 
cients des  équations  (X),  les  six  l'elations 

,  ^ V  «i/j  ^'  _  Zil. 

'         «1,1  ",1,1  '        '  "Li 

Cela  posé,  cherchons  d'abord  les  équations  de  la  droite 
D         fL-fi-  fL, 

qui  réunit  le  sommet  o  =;  .r,  :=  jl\  =  x^  du  premier  tétraèdre  au 
sommet  o  =  X,  =  Xo  =  X3  du  second. 

Remarquons,  à   cet  effet,    que  si   les   trois  premières   des   équa- 
tions (X), 

o=:X,,     o  :=  Xo,      o  =  X3, 

étaient  résolues  par  rapport  aux  incoiinues  — ?  — >  — >  on  aurait 


N,  X,   _    TU,  r,  _   N3 


et,  par  suite, 


N,         N:         N, 
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Les  coefficients  a,^,  «2,4,  «3,^  des  équations  D^  ne  sont  donc  autres 
que  N,,  Nj,  N3",  et  peuvent  se  déduire  immédiatement,  suivant  la 
l'éele  connue,  du  déterminant 


-)-  «3,,(ai,jfl,,3  — ai,3«î,j)' 


Un  a  donc,  en  se  bornant  au  calcul  du  coefficient  k,^, 


(«,4; 


—  «I,4(«2.2«J,3    —    «2,3«3.2)    —    «2,1  («3.2  «I  .3 

—  «3,4(«..2«2,3    —    «l,3«2,2)- 


D'un  autre  côté,  les  équations  de  la  droite  D,,  qui  réunit  les  som- 
mets o  =  .x\i  =  jTj  ^  ^3  du  premier  tétraèdre  au  sommet  homologue 

0  =  X4  =  Xj  =  X3  du  second,  étant 

D,,      ^=^=fL, 
^4,1        ^1,1        «3,1 

il  résulte,  de  la  définition  des  droites  D^,  D,  et  de  la  notation,  que  l'on 
pourra  passer  du  coefficient  a,  4,  relatif  à  la  première  de  ces  droites, 
au  coefficient  a^., ,  relatif  à  la  seconde,  par  le  simple  échange  des  indices 

1  et  4,  et  l'on  a 


(4,1) 


\     C^-i.i    —     —   «4.)  («2,2  «3,3    —   «2,3«3,ï)   —   «2,1   («3,2«4.3    —  «3,3«.i,2) 
I  —    «3,1   («4,2«3,2    —    «4,3«2,?)- 


D'ailleurs,  en  vertu  des  relations  données  (c?),  les  coefficients  a,, 4  et 
«<_,  sont  identiques;  on  a  la  suite  d'égalités 


et  les  droites  D,,  Do,  Dj,  D^  sont  quatre  génératrices  d'iui  même  livper- 
boloïde. 


l.  Équation   générale  des  surfaces    du  second  ordre  inscrites   au 
tétraèdre  o  =  x,  =  jt,  =  .rj  =  Xj  . 
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Si  Ion  désigne  par  a,  o,  (t,  ^,  a^^,  ^Tj.a,  ^g,,,  rtj.t  six  coefficients  indé- 
terminés, 

(i)     l.rl  .a2,3rt3,.i«2,4  +  2.r,,ro.r73,4(rz,,2rt3,4  —a,^a.,,,  -  a,,,<7o,3)=  o 

sera   l'éqnation   générale  des  surfaces  du  second    ordre   inscrites  an 
tétraèdre  o  =  x^^JC2  =  ^3  =  Jc^. 

Bien  qu'exigeant  d'assez  longs  calculs,  la  vérification  de  celte  équa- 
tion ne  présente  pas  de  difficidté.  On  peut  y  parvenir  d'ailleurs  par 
une  méthode  régulière,  indépendante  des  tâtonnements,  dont  l'emploi 
suffit  sotivent  dans  les  questions  de  ce  genre,  mais  qui  seraient  insuf- 
fisants dans  celle-ci. 

2.  Si  les  équations  o  =  j:,  =  j: %  =  .  .  .  des  faces  du  tétraèdre  sont  de 
la  forme 

o  =  xcosa  -+-  )  cos/3  +  zcosy  —  p^ 

et  que,  en  désignant  par  (j",,  x.,),  (.r,,  jl-^),  .  .  . ,  les  angles  dièdres  for- 
més par  les  faces  j:,  et  jc^,  x,  et  jc^ l'on  pose  dans  l'éqnation  (i), 

(i')  rt,_o  =  COS-- (JT,,  .rj),      «1,3  =  cos^-(.r,,X3), .  .  . , 

l'équation  (i)  représentera  la  sphère  insciite  au  même  tétraèdre. 
ô.   Enfin  la  sphère  circonscrite  est  re|)résentée  par  l'équation 

(2)  ZxiJT. .  «3  .i  sin  (j:3,  X,)  =  o, 

ou  «3,4  désigne  la  longueur  de  l'arête  intersection  des  faces  o  =  .Xj, 
o  =:  ,r  4  . 

Cette  dernière  équation  a  été  doruiée  déjà  par  M.  Prouhet,  quoique 
sous  une  forme  moins  simple. 
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THÉORÈME  CONCERNANT  LES  NOMBRES  TRIANGU[.A1RES; 
Pak  m.  J    LIOII ville. 


On  connaît  le  théorème  énoncé  par  Fermât,  que  tout  nombre  entier 
n  est  la  somme  de  trois  iiombres  triangulaires.  Gauss  l'a  démontré, 
comme  on  sait,  en  prouvant  que  8/iH-  3  s'exprime  toujours  par  la 
somme  de  trois  carrés,  naturellement  impairs.  L'équation 

8«+3  =  (2j:'-i-i)-  +  (2/+  i)^  +  (az  +  i)" 

entraîne  en  effet  celle-ci 

2  2  2 

par  conséquent  le  théorème  de  Fermât. 

A-t-on  déjà  remarqué  (et  vaut-il  la  peine  de  faire  remarquer)  que 
tout  entier  n  est  aussi  formé  de  la  somme  de  deux  nombres  triangulaires 
plus  le  double  d'un  nombre  triangulaire?  En  tout  cas,  la  chose  est 
facile  à  établir.  En  effet,  Gauss  a  prouvé  que  le  double  d'un  entier 
impair  est  toujours  la  somme  de  trois  carrés;  et  il  est  visible  aussi 
que  de  ces  trois  carrés  un  sera  pair  et  deux  impairs.  On  a  donc,  en 
nombres  entiers, 

2  {in  +  i)  =  4«'  -+-  (^^  -I-  ')"  -i-  (2z  -I-  i)% 

d'où,  en  multipliant  par  2  les  deux  membres, 

8n+4  =  (2î<  +  2<4-l)'*  +   (2i<  —   2f—   l)-+2(2Z4-l)% 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

8«+4  =  (2J:-hl)-  +  (2J  +  l)-   +  2(2Z4-    l)^ 
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Développaut  les  carrés  au  second  membre,  retranchant  4  fie  part  et 
d'autre  et  divisant  par  8,  on  a  donc  enfin 

.t{x-\-i)         y  {y  +1)  -(^  +  ') 

H  —  H -t-  2  • 5 

2  2  2 

c'est-à-dire  le  nouveau  théorème  dont  nous  avons  parlé,   lequel  du 
reste  n'est  au  fond  (comme  il  arrive  parfois)  qu'un   nouvel  énoncé 
d'un  théorème  depuis  longtemps  connu  et  démontré. 
Les  deux  formes 

prises  ensemble  représentent  tous  les  nombres;  mais  la  première  ne 
peut  pas  donner  les  entiers  4"  (8'^+  7)»  "'  ''i  seconde  les  entiers 
^2-y-f-i  ('i^/^_^  rjY  A„  contraire  chacune  des  deux  expressions 

x{x-\-i)      r(r-n)   ,   z{z-\-x) 
. — . _, -^- 

2  2  2 

et 


étant  prise  séparément  les  fournit  tous. 
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ÉTUDE 

J.ES  SINGULARITÉS  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 
Par  m    E.  DE  JOAQUIÈRES. 

NOEUDS    OU    POINTS   CONIQUES. 

I  .  On  sait  que  le  plan  tangent  en  nn  point  a  d'nne  surface  algé- 
I)iiqiie  S",  d'un  degré  quelconque  //,  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  qui  a  un  point  double  a.  Si  une  autre  quelconque  des  sections 
j)lanes  de  S",  qui  passent  par  le  point  a,  y  possède  un  point  double, 
toutes  les  sections  planes  qu'on  peut  mener  ainsi  sont  dans  le  même 
cas.  Chacune  de  ces  sections  contient  donc  deux  droites  osculatrices 
de  la  surface,  savoir  les  deux  tangentes  aux  branches  de  la  courbe 
plane  qui  se  croisent  en  ci;  et  par  conséquent  S"  est  oscidée,  au  point 
a,  par  un  cône  du  second  degré.  Le  point  singulier  a  prend  alors  le 
nom  de  point  double,  ou  de  nœud,  ou  de  gorge  d'un  nœud,  ou  enfin 
de  point  conique. 

L'ouverture  du  cône  osculateur  peut  être  infiniment  petite,  et,  dans 
ce  cas,  le  point  prend  le  nom  de  point  cuspidal. 

Les  nœuds  des  surfaces  algébriques  jouissent  de  propriétés  impor- 
tantes, que  je  vais  passer  rapidement  eii  revue. 

2.  Si  la  surface  X"""  polaire  d'un  point  P,  relative  à  S",  a  un  point 
double  Q,  réciproquement  la  surface  {n  —  jc  —  î)''"'"  polaire  du  point  Q 
a,  en  général,  le  point  P  pourpoint  double. 

3.  Eu  particulier^ 

Si  la  première  polaire  du  point  Va  un  point  double  Q,  la  [n  —  2)""" 
polaire  du  point  Q  a  le  point  P  pour  point  double j,  c'est-à-dire  que  cette 
polaire  est  un  cône  du  second  degré  dont  le  sommet  est  en  P. 
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4.  On  nomme  pôle  harmonique,  relatif  à  deux  surfaces  S'",  S",  nu 
point  dont  le  plan  polaire  est  le  même  par  rapport  aux  deux  surfaces. 

Deux  sur/aces  S'",  S"  ont,  en  général, 

[m  -\-  n  —  2)  [(m  —  i)''  -1-  {n  —  1)'] 

pôles  harmoniques. 

5.  Si  les  surfaces  sont  l'une  et  l'autre  du  degré  n,  le  nombre  de 
ces  pôles  est  simplement  4  ("  —  O'- 

Dans  ce  cas,  il  passe  une  infinité  de  surfaces  du  degré  n  par  la 
courbe  d'intersection  de  ces  deux-là,  et  toutes  ces  surfaces  forment  un 
faisceau. 


Les  4  (" —  ')'  pôles  harmoniques ,  relatifs  à  deux  des  surjaces  du 
faisceau,  sont  aussi  des  pôles  harmoniques  relatifs  à  toutes  les  autres. 

En  d'antres  termes,  cbacun  de  ces  points  a  le  même  plan  polaire 
dans  toutes  les  surfaces  du  faisceau. 

G.  On  en  conclut  aisément  que  chacun  de  ces  points  est  un  point 
double  sur  la  surface  du  faisceau  cpii  y  passe,  et  que,  réciproque- 
ment, si  une  des  surfaces  a  un  point  double,  ce  point  est  un  des 
l^{n  —  1)    pôles  harmoniques  définis  ci-dessus.  Donc 

Dans  wi  faisceau  (S")  //  existe  en  général  4  («  —  i  )  points  doubles 
vu  nœuds. 

Corollaire.  —  Si  «  =;  2,  on  retrouve  le  théorème  dû  à  M.  Poncelet 
concernant  les  quatre  cônes  du  second  degré  qui  passent,  en  général, 
par  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  degré. 

7.  Le  lieu  des  points^  dont  chacun  a  le  même  plan  polaire  par  rap- 
port à  une  surjacefixe  S™  et  à  l'une  des  surfaces  d'un  faisceau  (S"), 
passe  par  les  [\{n  —  1  )'  nœuds  du  jaisceau. 

Ce  lieu  est,  en  général,  une  courbe  gauche  tlu  degré 


\m  -)-  2«  —  3)'  —  {n  —  i)  [n  -\-  im  —  3). 
8,   Quand  deux  surfaces  d' un  faisceau  ont  un  point  double  coin- 
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mun,  toutes  les  surfaces  du  Jaisceau  ont  ce  incine  point  poui   point 
double. 

Les  cônes  du  second  degré,  osculateurs  des  surfaces  en  leui-  point 
double  commun  (i),  forment  aussi  un  faisceau.  Or  trois  de  ces  cônes 
se  réduisent  à  trois  droites,  sa\  oir  les  trois  axes  conjugués  communs  à 
tous  les  cônes.  Donc 

î).  Quand  les  surfaces  d'un  jaisceau  ont  nii  point  double  commun, 
trois  d'entre  elles  ont  un  point  cuspidal  en  ce  point. 

10.  Quand  les  surfaces  d'un  faisceau  se  touchent  en  un  point,  l'une 
d'elles  a  un  nœud  en  ce  point. 

Donc  si  les  surfaces  sont  du  second  degré,  la  coiu-be  à  point  doul>le 
du  quatrième  ordre,  qui  est  leur  intersection  commune,  est  placée  sur 
un  cône  du  second  degré,  qui  a  son  sommet  en  ce  point  double;  ce 
qui  d'ailleurs  est  évident,  puisque  tout  plan  mené  par  ce  point  ne 
coupe  plus  la  courbe  qu'en  deux  points,  et  par  conséquent  ne  contient 
que  deux  arêtes  du  cône. 

11.  Z-e  lieu  des  points  de  contact  des  surfaces  de  deux  faisce<nix 
(S"),  (S")  est  une  courbe  à  double  courbure  du  degré 

(3»2-  +  3«^  -+-  [\mti  —  8/»  —  8»  -t-  6). 

1*2.  Si  /H=  I ,  cette  courbe  est  simplement  du  degré  (/;  —  i)  (3n  —  i). 
Et  on  en  conclut  aisénient  que  le  nondwe  des  points  doubles  d'un  fais- 
ceau (S")  est,  en  général,  l^in  —  i)  ,  comme  plus  haut  ((>). 

13.  On  nomme  réseau  de  surfaces  luie  série  de  surfaces  du  même 
degré,  telle,  qu'il  n'en  passe  qu'une  seide  par  deux  points  quelconques 
donnés. 

Parmi  les  surfaces  d'un  réseau,  toutes  celles  qui  passent  par  un 
même  point  donné  forment  un  faisceau. 

14.  Les  plans  polaires  d'un  point  quelcoïKjue  P,  relatifs  à  toutes  les 
surjaces  d'un  réseau,  passent  par  un  même  point  P'. 

15.  On  conclut  du  théorème  précédent  que 

Les  plans  polaires  d'un  point  de  l'espace,  relatifs  à  toutes  celles  des 

52.. 
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surfaces  d'un  réseau  qui  sont  douées  d'un  point  double,  enveloppent  un 

cône  de  la  classe  4  ("  —  i  )  • 

Corollaire.  —  Des  surfaces  du  secoutl  ordre  qui  divisent  harmoni- 
quement  sept  segments,  ou  qui  passent  par  sept  points,  forment  un 
réseau.  Donc 

Quand  des  cônes  du  second  degré  dii'isent  harmoniqueinenl  sept 
segments,  les  plans  polaires  d'un  point  quelconque,  pris  relativement  à 
ces  cônes,  enveloppent  un  cônede  laquatrième  classe.  Théorème  énoncé 
par  M.  Chasies  dans  le  tome  LU  des  Comptes  rendits  de  rjcadémie 
des  Sciences  [séance  d\i  lojuin  1861). 

!(}.  Le  lieu  des  points  coniques  des  surfaces  S"  d'un  réseau  est  une 

inurhe  gauche  du  degré  6  [n  —  \  l'- 
Eu particulier,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  degré,  qui 

divisent  harmoniquement  sept  segments ,  est  une  courbe  gauche  du 

sixième  ordre. 

Théorème  démontré  par  M.  Chasies  dans  le  Mémoire  pi  écité,  et  par 
M.  O.  Hesse  dans  un  Mémoire  sur  les  tangentes  doubles  de  la  courbe 
plane  du  quatrième  ordre. 

17.  Des  surfaces  du  degré  n  forment  un  système,  quand  il  n'en 
passe  qu'iuie  par  trois  points  quelconques  donnés. 

Toutes  les  surfaces  d'un  système  qui  passent  par  ini  même  point 
forment  un  réseau;  toutes  celles  qui  passent  par  deux  mêmes  points 
forment  un  faisceau. 

18.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  surfaces  d'un  système,  qui  est 
aussi  le  lieu  de  leurs  points  doubles,  est  une  surface  Q*'"-*'  du  degré 

19.  Les  points  polaii  es  dedeu.vpointsJi.res,  piis  pcw  rapport  à  toutes 
les  sur/aces  d'un  système,  jorment  deu.v  figures  homographiqucs  entie 
elles. 

Par  exemple,  les  plans  polaires  de  deux  points  fixes,  relatifs  a 
toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  six  mêmes  pouits. 
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ou  qui  divisent  harmoiiiquement  six  segments,  forment  deux  figures 
liomograpliiques. 

20.  Les  surfaces  polaires  premières,  relatives  à  une  même  S"  : 
i"  De  tous  les  points  de  l'espace,  forment  un  ijstèine; 

2"  De  tous  les  points  d'un  plan,  forment  un  réseau; 

3"  De  tous  les  points  d'une  droite,  forn)ent  un  faisceau. 

21.  Le  lieu  des  points  doubles  des  surfaces  polaires  premières  rela- 
tires  à  nue  surjace  doiinéeS"  est  une  surface  Q*!"--'  dudegré [\  [n  —  2); 
c'est  une  conséquence  de  (18). 


22.  Le  lieu  des  points  doubles  des  surfaces  n  —  2"""^'  polaires  d'une 
surjace  donnée  S",  donc  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  degré 
polaires  de  S" ,  est  une  surjace  p'"--^  ^  de  degré  4  («  —  2)^  • 

Celte  surface  et  la  précédente  (21)  sont  le^  surjaces  nodules  cotiju- 
gnées  de  la  surface  S";  cette  expression,  en  ce  qui  concerne  la  surface 
()M«-2)  j^st ,  plus  particulièrement  encore,  justifiée  par  le  théorème 
suivant  : 

20.  /m  SU] j ace  nodule  Q '''"--  passe  par  les  points  doubles  de  la  pro- 
posée, si  elle  en  possède,  et  de  même  par  ses  courbes  douhles,  si  elle  en 
est  douée. 

Dans  tous  les  cas,  elle  coupe  S"  suivant  une  courbe  gauche  du  degré 
/)  n  [n  —  1)  qu'on  nomme  la  ligne  des  points  d'injlexion  ou  îles  points 
paraboliques  de  cette  surlace.  J'aurai  occasion  prochainement  de  re- 
venir sur  ce  sujet. 

Golle  du  Mexique,  29  septembre  i8(i2. 
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PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A   DES  NOMBRES  PREMIERS, 
I>AR  M.  Ad    GLIBERT. 


Lagrangc  a  juslidé,  sur  les  nombres  premiers  en  progression  arith- 
mélique,  certaines  propriétés  avancées  par  Waring  [*];  l'objet  du 
théorème  suivant  est  (l'on  donner  une  démonstration  générale  et 
succincte  qui  nous  semblait  désirable. 


THEORKME, 


//  étant  impair  >  3 ,  soit  la  prog/rssio/i  arithinctiijuc.  croissante 
Pli  Pit  P3T-1  Pu  ''c  "  ternies  premiers  : 

I  °  Tout  nombre  premier  qui  ne  sni passe  point  n,  si  ce  n'est  i ,  n'entre 
point  dans  la  progression;  quand  n  est  premier,  s'il  est  un  terme  de 
celle  suite,  il  est  au  premier  rang. 

a"  La  raison  r  de  la  pi  agression  est  divisible  par  chacun  des  nombres 
premiers  qui  ne  surpassent  point  n,  et  par  n  lui-même,  s'il  est  premier 
et  s'il  n'entre  point  dans  la  progression. 

Pour  établir  la  première  partie  du  théorème,  distinguons  deux  cas, 
celui  de  /j,  =^  i  et  celui  de  /j»,  >  i . 

Soit  p,  ^i.  On  va  prouver  que  p^  n'est  jamais  égal  à  «,  si  n  est 
premier,  ni  moindre  que/?,  si  l'impair  n  n'est  pas  premier. 

Admettons,  si  elle  est  possible,  la  progression 

I,   «,  /'3,...,  p„- 

Le  teiine  du  rang  n  —  2  serait  égal  à  i  -h  («  —  i)(«  —  3),  qui  est  le 
carré  de  n  —  2,  nombre  >  i  ;  ce  terme  serait  donc  compo.sé,  ce  qui 
est  contraire  à  la  supposition. 


[*]   Foyez  le  Nouveau  Recueil  des  Mémnircs  de  V Académie  de  Berlin  pour  1771 
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Soit  maintenant  la  progression 


I,    n—  20,  /^3,...,  p„. 

L'entier  positifs?  étant  au  moins  égal  à  i  et  au  plus  égal  à  — ;  il  y 

aurait  un  terme  du  rang  ^2  +  atJ'  -f-  a,  et  il  serait  exprimé  par 

i  -\-  [n  —  2  0*  —  i)  («  —  20*  +  i), 

qui  est  le  carré  de  n  —  20",  nombre  >  1 . 

Lorsque  yy,  est  >  r ,  admettons  que  l'on  ait  p,^=  n  ~  ir),  â  étant  un 
entier  positif  au  mouis  égal  à  i  ;  il  y  aurait  alors  un  terme  du  rang 
n  —  2(J-|-  I,  dont  la  valeur  n  —  20*  -1-  /•  («  —  20*)  est  celle  d'un 
nombre  composé. 

Donc,  aucun  nombre  premier,  autre  que  i,  ne  surpassant  point  //, 
ne  peut  être  un  terme  de  la  progression. 

Maissi/J,,  autre  que  i,  ne  saurait  être  moindre  que  11,  il  se  peut 
qu'il  lui  soit  égal,  comme  on  le  Aoit  dans  les  exemples  qui  suivent  : 

n  =  5;       5,    11,    17,   23,   2g; 

"  =  7;       7'    '^7'  ^07,  457,  G07,  757,  907. 

Ainsi,  quand  71  est  premier,  s'il  entre  dans  la  progression,  il  s'v  trouve 
au  premier  rang. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  théorème. 

Soit/»  un  nombre  premier  quelconque  moindre  que  n  ou  égal  à  /i 
au  plus,  quand  n  est  premier  et  s'il  n'entre  point  dans  la  progression; 
divisons  par  p  les  p  termes  consécutifs  à  partir  de  p,  ;  parmi  les  p 
restes  obtenus,  deux  au  moins  seront  égaux;  dès  lors  la  différence  des 
deux  termes  qui  les  ont  fournis  est  divisible  par  ^;  mais  cette  différence 
est  un  multiple  de  la  raison  r,  moindre  que/)r;  donc  p  divise  r. 

Remarque.  —  Lorsque  n  =  3,  le  théorème  est  en  défaut  dans  les 
deux  progressions 

1,   2,    3;  I,   3,    5. 

La  première  est  la  seule  progression  arithmétique  entre  des  nombres 
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premiers  où  a.  puisse  entrer;  elles  contiennent,  l'une  et  l'autre,  un 
terme  égal  à  3. 

Si  Ton  a  une  progression  ariiJiniétique  entre  trois  nombres  premiers 
dont  3  ne  fasse  point  partie,  la  raison  sera  divisible  par  2x3. 

La  division  de  la  raison  par  2  est  manifeste  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  et  celle  par  3  résulte  du  raisonnement  employé  dans  la  se- 
conde partie  du  théorètiie,  lequel  subsiste  encore  ici,  en  faisant  p  =:  3. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  LE  BESGUE 

A  M.   LIOUVILLE. 


»   ...   Le  moyen  que  j'ai  employé  dans  votre  Journal,  t.  YIU,  pour 
prouver  qu'il  y  a  une  infinité    de  nombres    premiers  de    la    forme 
apz-\~  I,  le  nombre  p  étant  premier,  peut  servir  aussi  à  montrer  qu'il 
y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  apz  —  1 . 
n  Soit 

9  (.x)  =  xP-'  ■+■  x^"^  +  ...-}-  j:  +  I , 

p  —  I 
(L  (jr  +  -  )  =  I  +  a;  -i-  -  +  x'  +  -^  H-  .  .  .  -4-  Jr    '     H ^ —  : 

^    \  X ]  X  x^  p—  ■ 

X      ^ 

en  posant 

X  -\-  -■=  y, 

X  -^ 

on  aura,  en  faisant  p  =  iq  +  i, 

[Théorie  des  Nombres  àe  Legendre,  t.  II,  p.  209.) 

»  Il  est  prouvé  que  la  fonction  ç  (j:),  quand  on  donne  kx  des  va- 
leurs entières,  n'a  pas  d'autres  divi.seurs  premiers  que /?  et  des  nom- 
bres de  la  forme  2pz-\-  i.  De  même  la  fonction  ij'(/),  poiu'jy  entier, 
n'a  pas  d'autres  diviseurs  premiers  que  p  et  des  nombres  des  deux 
formes  a^z -t-  1,  apz —  1.  Pour  la  généralisation  de  ces  théorèmes,  il 
faut  voir  le  Mémoire  de  M.  Rummer  sur  les  diviseurs  de  certaines 
formes  de  nombres  qui  résulteiit  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle. 
[Journal  de  M.  Liouville,  1^  série,  t.  \'.) 

Tome  VII  ;a'  série). —  Décemdre  1S62.  3-J 
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»   Il  est  à  remarquer  que 

donne,  en  faisant  x  =  i  +  //, 

cp{i-^u)  =  B{u)  =  uP-'  -f  imP-^  +  ''-^f^  u''-'  +  ...-h  ^^^  u  +p. 

»  6  (m)  ne  peut  être  multiple  de  p  que  pour  u  multiple  de  p,  et  p^ 
n'est  jamais  diviseur  de  6  [u). 

u  Comme  pour  une  valeur  entière  de  u  non  multiple  de  />,  0{u'j  est 
un  nombre  entier  impair  delà  forme 

pA  -h  \ , 

il  aura  nécessairement  des  facteurs  premiers  de  la  forme  2/)z-f-  i,  car 
il  n'en  saurait  avoir  d'autres.  Soient 

de  tels  facteurs  premiers;  en  posant 

U=:/-,/^,  .   .   ./>„, 

il  viendra 

Ô(U)=/jA  +  I, 

et  ce  nombre,  qui  ne  saurait  être  divisible  par/),,  p^, .  .  .,  donnera 
nécessairement  un  ou  plusieurs  nouveaux  nombres  premiers  de  cette 
forme.  Il  y  a  donc  un  nombre  infini  de  tels  nombres  premiers. 

'  Il  faut  remarquer  également  que  si  dans  ^[j]  on  change  y  en 
u  +1  ^  on  aura  pour 

K''  +  2)  =  ^(iO 

la  valeur  suivante 


-         .  .    [  </  -h  l  .tj    II  7  -f-  2 . 7  +  I  .  (7 . 7 


1  w 
~5 


.3... 27— 2  29  — 

■  1  +  t  ■'/    ■ 

2  ...  2  9 


'/-t-'J  ■ 
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le  coefficieot  de  u''  se  réduit  à  l'unité,  les  coefficients  des  autres  puis- 
sances de  71  sont  des  entiers  multiples  de  /j  =  27  +  i . 

•   La  vérification  est  plus  longue  que  difficile;  il  suffira  de  diie  ici 
que  si  l'on  pose 

jc  =  ces  2  2  -4-  sin2Z  V —  i  , 
on  nura 


et 

sin(  27+  T)  ; 


<if  \jc-  +  -\  =  I  +  2(cos2Z  +  cos4 ZH-...+  cosa<7z)  = 


»  La  valeur  de  ^  («)  donnée  plus  haut,  en  y  changeant  le  signe  <!e  u, 
n'est  autre  que  la  formule  (6)  de  la  page  a33  de  V  Analyse  algebrkiue 
de  Cauchy,  où  l'on  aurait  remplacé  m  par  2*^  4-  i  et  (2  sinz)^  par  u. 

»  Le  nombre  entier  |(«)i  répondant  à  une  valeur  entière  de  it,  ne 
peut  être  divisible  par  p  que  pour  u  multiple  de  p,  et  il  n'est  jamais 
multiple  de/)-.  Quand  u  n'est  pas  multiple  de/),  comme  l'on  a 

p  -  ' 
"   ^     =/jQ  it  I, 

le  nombre  ^{n)  ;uira  la  lorme  />Q -t-  i  ou/jQ—  i,  selon  que  u  sera 
résidu  ou  non  résidu  cjuadratique  de  p. 

»  En  prenant  pour  ic  un  nombre  entier  non-résidu  cpiadriitique 
de  p,  le  nombre  entier  impair 

ç(//)  =  pA  —  I 

donnera  nécessairement  un  ou  plusieurs  diviseurs  premiers  de  la  forme 
2pz  —  t ,  et  ces  nombres 

p,,   /':,   f.i     ■  ■  ■  -,   Pi, 

en  fourniront  d'autres.  Si  n  est  un  non-résidu  quadratique  de  p,  on 
donnera  pour  valeur  à  ii  celui  des  deux  nombres 

p.  P'j.  ■      Pki     npi  Pi'-  Pk, 

53.. 
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qui  sera  non-résidii  quadratique  de  p,  et  l'on  aura  ainsi  un  nombre 
^Q  —  I,  non  divisible  par  fU,  Pi,  .  .  .  p/,,  et  qui  aura  nécessairement 
un  ou  plusieurs  autres  diviseurs  premiers  de  la  forme  ipz  —  i,  d'où 
l'on  doit  conclure  que  ces  diviseurs  sont  eu  nombre  infini. 

»  N.  B.  —  Pour/J  =  3,  <\i{j')  ^=  \  -\-  y  peut  avoir  2  pour  diviseur. 
La  démonstration  de  ce  cas  ne  présente  aucune  difficulté  et  se  trouve 
immédiatement  en  remarquant  que  tout  nombre  6z  —  i ,  qui  n'est  pas 
premier,  a  nécessairement  un  nombre  impair  de  diviseurs  premiers  de 
la  forme  Ç>j  —  t ,  puisque,  à  l'exception  de  3  et  2,  tous  les  nombres 
premiers  sont  contenus  dans  les  formules  6x  4-  i,  6j?  —  i. 

"  Je  reviendrai  ailleurs  sur  le  théorème  de  M.  Kummer,  propriété 
importante  des  équations  que  Gauss  a  nommées  auxiliaires  pour  la 
résolution  de  l'équation  x^  =  i .    « 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  J.  LIOEVILLE. 


La  détermination    du   nombre  N  des   représentations  d'un   entier 
donné,  par  la  forme 

x--t-  8j-  +  64(z^  +  f) 

est  devenue  très-facile  pour  nous  quand  cet  entier  est  pair.  D'abord, 
s'il  est  impairement  pair,  on  a  évidemment  N  =  o.  Et  s'il  est  paire- 
ment  pair,  de  façon  qu'on  puisse  le  représenter  par  2"/n,  m  étant 
impair  et  a  >  i ,  l'équation 

i" m  z=  x-  +  8j-  +  64  (z^  4-  t-) 

exigera  que  x  soit  pair  :  en  remplaçant  x  par  2X  et  divisant  par  4, 
elle  se  réduira  donc  à  celle-ci  : 

i'^~'^tn  =  x"^ -\- ■ij'^  +  i6(z^-|-<-), 

que  nous  avons  discutée  dans  le  cahier  de  Mai. 

Quant  au  cas  d'un  entier  impair  /n,  il  est  visible  que  l'on  a  N  =  o 
si  m  est  ^3,  5,  ou  7  (mod.  8).  Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper 
que  du  cas  où  m  =  8;x  +  i  ;  et  voici  comment  alors  nous  calcule- 
rons N. 

On  cherchera  d'abord,  pour  la  valeur  donnée  de  m,  la  valeur  de  la 
fonction  oj,(m)  définie  comme  d'ordinaire  par  les  équations 

0' — I 
m  =  de,     w,  (m)  =  V  (—  i)       cl. 

Mais  trois  autres  fonctions  numériques  devront  être  jointes  à  celle-là. 
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L'une  d'elles  se  rapporte  à  l'équation 


ni  ==  /-  +  2/1' 


où  l'entier  /'  est  pris  positivement,  tandis  que  l'on  admet  pour  u  des 
valeurs  positives  ou  négatives,  et  aussi  la  valeur  zéro;  c'est 


Il  ffUit  calculer  de  même  la  somme 


relative  à  l'équation 

m  =  i^  -{-  l\s- 

où  /  est  essentiellement  positif,  mais  s  positif,  nul  ou  négatif. 

Puiscpie  m  =  S^u.  +  i ,   il  est  clair  que  l'entier  s  ne  peut  être  que 
pair  dans  l'équation 

m  =  i^  -h  liS-  ; 

mais  le  cas  où  s  est  pairement  pair  donne  lieu  à  une  équation  nou- 
velle que  j'écrirai  ainsi 

l/l     =     rf-      -+-     64  V"; 

eu  supposant  toujours  q  positif,  et  i>  positif,  nul  ou  négatif.  De  là  ré- 
sultera la  sonnne 

?  — ■     ■?'—  ■ 

2(-o  '  ^  '  H. 

la  dernière  dont  nous  ayons  à  tenir  compte. 
La  valeur  de  N  est  en  effet 

^ — '  '" — I     ■'  —  I  ?— '     9'  —  ' 
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ou,  sous  forme  abrégée, 


en  distinguant  par  des  indices  nos  sommes  V  prises  dans  l'ordre  même 
où  nous  les  avons  introduites. 

Ajoutons  quelques  exemples;  et  d'abord  soit  w  =:  i ,  d'où  ''>,{in)  =  i . 
Comme  on  a 

I  ==  1- +  2.0- =  1- -4- 4-o^  = '^  +  64-o", 

les  trois  sommes  ^  seront  égales  à  l'unité.  De  là 

442 

valeur  exacte  comme  le  prouve  l'équation 

I  =(±:  ()-  +8.0-  +  64(0-  +  0-). 
Soit  ensuite  m  =  9,  d'où  oj,  (/«)  =  7.  Comme  on  a 

9  =  3- +  2.0- =  i*  +  2  (  ±  2)^, 
il  viendra 

2(-  ')  '    r=  -  3  -f  2.1  =-  I. 
Les  équations 

9  =  3^  -h  4-0",    9  =  3-  -I-  64.0- 

tlonneront  ensuite 

De  là 

N  =  ?  -  i  +  ^  +  3  =  6, 

4         4a 
valeur  vérifiée  par  les  identités 

9  =  (+3)-+  8.0^  +  64(0^  +  0-;, 
9  =  (±  i)-  +  8(zt  i)-  +  64(o=  +  o-), 

qui  fournissent  pour  l'entier  9  six  représentations. 
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Pour  m  —  i']  =  3-+  2(^:2)-  =  I='  +  4(±2)^  il  vient 


2:(-i)^    r=-6,      2(- 


—  1       r — i 


L'équation   !•]  =  q'  -h  6liV-  étant  impossible,  la  somme  qui  s'y  rap- 
porte est  nulle.  Enfin  w,  (17)  =  i8.  Donc 

et  en  effet  on  n'a  pour  17  que  les  quatre  représentations  fournies  par 

,7  :=  (±  3)- +  8  (±  1)=' +  64  (o'-=  +  0==). 
Soit,  comme  dernier  exemple,  m  =  65.  L'équation 

65  =  /■-  4-  2  «° 

étant  impossible,   la  somme  qui  lui  correspond  sera  nulle.   Mais  les 

équations 

65  =  i'+4(±4r-  =  7'  +  4(±2)= 

65=i=  +  64(±i)= 
donneront 

D'ailleurs  o^,  (65)  =  48.  De  là 

N  =  -'7 • 1-2  =  8. 

4        2 

Or  l'entier  65  a  en  effet  buit  représentations  fournies  par  les  identités 

65  =  (±:i)-  +  8.o-  +  64[(±i)'  +  o=], 
65  =  (±i)-  +  8.0=  +  64[o-  -f-(±i)-l, 

et  l'on  verra  sans  peine  qu'il  n'en  a  pas  d'autre^  en  observant  qu'd 
n'est  pas  de  la  forme  x'  +  8/-. 
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CHAPITRE  XI. 

Des  angles  nu  centre  du  cercle  imaginaiie  et  de  la  combine  d'une 
conjuguée  quelconque  en  un  quelconque  de  ses  points. 

Des  angles  au  centre  du  cercle  imaginaire. 

15G.   Insuffisance  du  cercle  réel.    —    Les  droites  représentées  par 
l'équation 

j  =  {m+  n\j—  \)  X  -\-  p  -\-  q  y  —  i 

partent  toutes  du  point  x  =^  —  -i  j  =^  p -■,  et  sont  respectivement 

parallèles  à  celles  de  mêmes  caractéristiques  que  représente  l'équa- 
tion j  =  [m  +  n  \J —  1  )  jc. 

Si  Ion  cherche  l'angle  çi+  i  y —  i  dont  la  tangente  serait /h  +  n\^-^  i , 
on  trouve 

m  tang-  (f  —  (m°  +  n'^  —  i)  tangy  —  m  =  o 
et 

«  y  —  I  tang'  (ij;  y—  i  )  +  (/?2^  +  /r  +  i)  tang((|;y'—  i)  —  n  \/  —  i  =  o; 

Tome  VII  (2«  série).  —  Décembbe  1862.  ^4 
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les  deux  valeurs  de  tangy  sont  réciproques  et  de  signes  contraires, 
ainsi  que  celles  de  lang(ij;  y/—  O»  i'  6"  résulte  que  les  valeurs  de  cp 
sont  renfermées  dans  les  formules 

An  +  çi     et     kr,  -\ i-  9, 

et  celles  de  tj^  V  —  '  <la"s  les  formules 

A-7:  +  i|/\/— I      et     kn  +  -  +  <1^\J— i. 

D'un  autre  côté,  comme  l'équalion 

tang  ('f  -f-  I  v'  -  ' )  =  "i-\-  n\J—i 

n'admet  que  les  solutions  renfermées  dans  la  formule  Arn-  (p  4-  ^J;  \l—  1 , 
\\  en  résulte  que  si  kn  +  f  et  An  +  4^\/—  1  sont  des  valeurs  conjointes  des 
angles  inconnus,  les  autres  seront  At:  +  -  4-  ç  et  Ati  -h  -  -f-  ij;  \  —  i  • 

157.   Ainsi,  bien  que  l'équalion 

j-  =:  [m-h  n  \/—  I  )  Jc 

représente  une  infinité  de  droites,  la  recherche  des  angles  que  ces 
droites  font  avec  l'axe  des  jr,  instituée  comme  elle  vient  de  l'être,  ne 
fournirait  que  les  angles 

kn  -¥-  (D  +  <h  v' —  '  1 

auxquels  il  ne  correspondrait,  dans  le  cercle  réel,  conformément  à  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  chapitre  précédent,  que  deux  directions  opposées, 
qui,  par  conséquent,  ne  se  rapporteraient  qu'à  une  seule  droite. 
Cette  droite  du  faisceau 

dont  l'angle  avec  l'axe  des  x  se  trouve  défini  dans  l'équalion 
tang  (ç  +  <j^  V—  1  )  =  '«  +  »v'—  '  > 
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peut  être  aisément  distinguée  des  autres  :   c'est  I  une  des  asymptotes 
communes  aux  deux  hyperboles  conjuguées  de  l'ellipse  nulle 

{j  —  inx)-  -+-  n-  jc-  =  o, 

qui  ont  les  mêmes  axes  de  symétrie  qu'elle.  En  effet,  si  l'on  rapporte 
le  lieu 

j-  =  (in  -t-  n  \/  —  i)  X  =  X  tang  (9  -l-  <]/  v' —  •  ) 

aux  axes  de  l'ellipse 

{j-  —  mx)-  ■+-  ri^x'^  =  o, 

d'une  part,  l'équation  prendra  la  forme 

j-  =  n'  \'  —  i  X, 

et  de  l'autre  l'angle  çi  H-  tj;  \/ — i  n'aura  dû  être  altéré  que  par  la  sous- 
traction de  l'angle   réel  dont  on  aura  fait  tourner  l'axe  desar. 

On  voit  par  là  :  1°  que  l'angle  y  devait  être  l'inclinaison  sur  l'axe 
des  X  de  l'un  des  deux  axes  de  symétrie  de  l'ellipse 

(  j-  —  mxj-  -+-  n-x-  =■  o, 
ce  qui  explique  pourquoi  l'on  a  trouvé  pour  ç)  les  valeurs 

kn  -\-  (f     et     kn  A 1-  y  ; 

2°  que  si  l'on  a  pris  pour  nouvel  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'ellipse 

[j  —  mxY  +  71^  x"^  =  o, 

n'  étant  alors  moindre  que  i,  n'\j—i  pourra  être  la  tangente  d'un 
angle  imaginaire  sans  partie  réelle,  qui  dès  lors  ne  différera  pas  de 

Enfin  comme  l'angle  réel  y.  qui  correspond  à  un  angle  imaginaire 

54.. 


4a8  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

i|/  V  —  1 ,  s;ins  partie  réelle,  est  défini  par  l'équation 

tang^  =  ^''"g^tf^\ 

la  direction  cherchée  sera  en  définitive 

"'  V'' —  '  , 

y  ^  — .r  =  ?i  X, 

V  — I 

c'est-à-dire  qu'elle  coïncidera  avec  celle  de  l'une  des  asymptotes  tle 
l'hyperhole 

y-  —  II'-  X-  =  o, 

construite  sur  les  axes  de  l'ellipse 

{j  —  inx)-  -H  trx'  =  o. 

lo8.   Il   convient  toutefois  de  signaler   ici    une   exception   reniar- 
quable  aux  conclusions  portées  dans  les  deux  numéros  précédents. 
Si  à  l'ellipse 

{j  —  mx)-  -y-  fi"  X-  =  o 

on  substituait  le  cercle 


ce  cercle  ayant  une  infinité  de  systèmes  d'axes  de  symétrie  rectangu- 
laires, la  droite  du  faisceau 

j  =  v-  I  jr, 

à  laquelle  s'appliqueraient  les  résultats  des  calculs  précédents,  devien- 
drait indéterminée;  ou  plutôt,  les  conclusions  précédentes  convenant 
également  bien  à  toutes  les  droites  du  faisceau,  l'angle  y -H  ij/ y/— i» 
fourni  par  le  calcul,  devrait  donner  l'inclinaison,  sur  l'axe  des  a?,  d'une 
quelconque  des  droites  du  faisceau. 
C'est  en  effet  ce  qui  est  :  l'équation 


tang  (ç  -f-  ij;  y  —  I  )  =  m  -^  n\^—  i 
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se  décompose  en 

n\l —  I  tangip  .  tang  {^sj —  i  )  +  lange  —  ??2  =  o 
et 

m  tangip  tang  {<]^  y' —  '  )  +  '^^g  {'^'^  —  1  )  "~  "  V  —  '  =  o, 
qni,  si  l'on  y  fait  m  =:  o  et  «  =  i  donnent 

tang((j;v-i)  =  v'-' 
et 

tangf  =^ 

ce  qui  s'accorde  avec  les  prévisions  énoncées  :  l'angle  ^  y  —  '  ^st  in- 
fini, il  correspond  à  45°  réels  et  l'angle  y  reste  complètement  indéter- 
miné. L'angle  y  +  ij^  y' —  '  m^^^  donne  le  calcid  convient  donc  à  l'incli- 
naison sur  l'axe  des  x  d'une  quelconque  des  droites  du  faisceau. 

Cette  exception  est  remarquable  en  ce  que  la  question  qui  nous  oc- 
cupe, de  représenter  les  inclinaisons  sur  l'axe  des  x  des  droites  qui 
composent  un  même  faisceau,  se  trouve  ainsi  capable  d'une  solution 
complète,  sans  l'intervention  d'aucim  artifice  nouveau,  quand  il  s'agit 
d'un  faisceau  circulnire 

j  =  v'-i  ■^^ 
tandis  qu'elle  ne  pouria  élre  résolue  pour  un  faisceau  ellijitiquc 

j  =  (w  +  n  \—  I  )  X, 

qu'en  employant  de  nouveaux  moyens. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  du  fais- 
ceau 

I  =  V  -  1  -r, 

dont  la  caractéristique  est  C,  se  trouve  représenté  par 

ç  -f-  co  y/—  I  , 
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si  0  désigne  l'angle  dont  la  tangente  est  —  -i  ou  l'angle  que  fait  avec 

l'axe  des  x  le  diamètre  transverse  de  la  conjuguée  du   cercle  que  ren- 
contre la  droite  considérée. 

159.  On  pourrait  regarder  le  faisceau  elliptique 

j  ^={^m-^  n\j  —\)  X 
comme  la  projection  d'im  faisceau  circulaire, 

j  =  S  -  '  -a^, 

tracé  dans  un  |jlan  oblique  au  plan  des  coordonnées,  et  qui,  le  cou- 
pant suivant  le  grand  axe  de  l'ellipse 

(j-  —  mx'î^  +  n'a--  ^  o, 

ferait  avec  lui  un  angle  ayant  pour  cosinus  le  rapport  du  petit  au  granu 
axe  de  cette  ellipse. 

Cette  manière  de  concevoir  le  faisceau  elliptique  suffirait  à  la  repré- 
sentation graphique;  mais  je  ne  pense  pas  qu'il  soit  possible  d'en  tirer 
la  lormule  de  l'angle  d'une  quelconque  des  droites  qui  le  composent, 
avec  l'axe  des  x. 

160.  Ce  qui   particularise  l'angle   imaginaire  défini  par  l'équation 

tang(f  -I-  tj>v  —  I  )  =  Hî  +  «y/—  i, 

et  en  restreint  l'appartenance  à  une  seule  droite  du  faisceau 

j  =  [m  -\-n  \/—  I  )x, 

c'est  évidemment  qu'il  est  pris  dans  le  cercle  réel 

/'  +  A-^  =  I  ; 
et,  en  effet,  le  faisceau 

/  =  ('«  + «v  —  O^» 

ne  coupant  le  cercle 

j^  +  x^  =  i , 
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qu'en  deux  points  diamétralement  opposés,  l'angle  o  +  'if\j —  i  défini 
par  l'équation 

tang  (y  +  I  v'—  I  )  =  ('"  +  n\j  —  i  ), 

ne  pouvait  être  que  l'angle  avec  l'axe  des  x  du  diamètre  qui  passe  par 
ces  deux  points. 

C'est  au  reste  ce  que  l'on  vérifiera  aisément  en  constatant  que  les 
points  de  rencontre  dont  il  s'agit,  appartiennent  eifectivement  à  la 
droite  du  faisceau  à  laquelle  convient  l'angle  trouvé. 

Si  l'on  suppose  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'el- 
lipse 

[j  —  mxY  -4-  «^  X-  =  o, 

l'équation  de  ce  lieu  sera  deveiuie 

y-  +  ti'^  x^  =  o, 
ou  n'-  sera  moindre  que  i;  l'équation  du  faisceau  sera  donc  alors 

y  =  II'  \—iX; 

quant  à  l'équation  du  cercle  réel,  elle  sera  restée 

j2  +  o--  =  !  ; 

mais  d'ailleurs  les  points  de  rencontre  du  faisceau  avec  le  cercle  n'au- 
ront point  changé. 

Or  les  coordonnées  actuelles  de  ces  points  seront 


et 

et  représenteront  le  point 


— ^,'  r=  — 7. 
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qtii  appartient  bien  à  la  droite 

j  =^  n'jc 
du  faisceau,  à  laquelle  se  rapportait,  comme  on  l'a  vu,  l'angle 

ç  +  <]/  V  —  1  • 

161.  Ce  qu'on  vient  de  dire  montre  clairement  ce  qu'il  y  a  à  faire 
pour  comprendre  indifféremment,  dans  le  calcul,  toutes  les  droites 
fi  un  même  faisceau 

la  méthode  devra  évidemment  consister  à  substituer  au  cercle  réel 

j-  +  .r=  =  I , 
un  cercle  imaginaire 

j2  +  x^  =  {r-h  /'v— i)% 

ou  /■  et  /■'  puissent  être  déterminés  de  manière  que  les  points  d'intersec- 
tion de  ce  ceicle  imaginaire  et  du  faisceau 

a|)paitiennent  à  telle  droite  que  l'on  voudra  du  faisceau. 

162.  Du  cercle  imaginai/ e  à  centre  réel.  —  Nous  avons  dans  le 
chapitre  IX  ébauché  la  discussion  des  conjuguées  du  cercle  imaginairp, 
dans  le  cas  général,  où  son  équation  se  présente  sous  la  forme 

(.r  —  a  —  a'  \  -  ï)-  -h  {j  -  h  —  h'  \,  —  i)-  =  (/■ -t- /-'s/— i  )  =  ; 

nous  allons  revenir  ici,  avec  plus  de  détails,  sur  le  cas  particulier,  t|ui 
doit  seul  nous  occuper  dans  ce  chapitre,  où  le  cercle  imaginaire  avant 
son  centre  réel,  son  équation  serait  de  la  forme 

(X  —  à)-  +  {y  -  b)-={r-\-  r' \J -  \)\ 
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et  pourrait,  par  conséquent,  être  réduite  à 

x--hj-  =  {r  +  r\!—,)-, 

par  un  simple  changement  d'origine. 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 


est  le  cercle 


et 


y+  jc-=  (r+r'v-i)= 

x  =  a  +  /3  y  —  1 
j  —  Ci'  -\-  fi' \^~i 


sont  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  enveloppe,  a,  «',  fi  et  |3' 
satisferont  aux  écpiations 

a'  -H  a'-  —  r^, 


et 


Les  deux  points  où  la  conjuguée  C  touchera  l'enveloppe  seront  donc 
aux  extrémités  de  son  diamètre  couché  sur  la  droite 

j  =  Cx. 

Toutes  les  conjuguées  du  lieu  étant  égales  et  superposables,  puisque 
l'équation  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  tourner  les  axes  d'un  angle 
quelconque  autour  de  l'origine,  il  suffira  de  discuter,  par  exemple,  celle 
qui  a  ses  abscisses  réelles. 

Si  l'on  ne  donne  à  x  que  des  valeurs  réelles,  celle  de  j  pourra 
s'écrire 

y  =  y/-  —  r'^  —  jc'^  -h  7.rr'\/ —  i , 

=  -^ \/\j\r'  — /■'-  -  x'j'  4- 4 /■'/■''  4-  r'  -  r'-  -  .r^ 

+  -L\/—  I  Vv'('''  —  '"  —  ^^f  +  4''"'''^  —  r-  +  r'^  +  x"^. 

Tome  VU  {■!'  série).  —  Décembre  1862.  33 
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Les  deux  radicaux  devant  être  affectés  du  mémo  signe  ou  de  signes 
contraires,  suivant  que  r  et  r'  seront  eux-mêmes  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  de  coordonnées; 
elle  touche  l'enveloppe  aux  extrémités  de  son  diamètre  dirigé  suivant 
l'axe  des  j',  puisque  sa  caractéristique  est  infinie;  d'ailleurs,  en  fai- 
sant .X  =  o,  on  trouve 

j=  ±  (r-+-  /'v'— i). 

Le  faisceau  des  asymptotes  de  toutes  les  conjuguées  étant  représenté 
par  l'équalion 

celles  de  la  courbe  qui  nous  occupe  se  confondent  donc  avec  les  bissec- 
trices des  angles  des  axes. 

La  figure  de  cette  courbe  change  considérablement  lorsque  change 
l'ordre  de  grandeur  de  r*  et  de  r'*.  En  effet,  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  au  point  où  elle  touche  son  enveloppe  est 


d'ailleurs  les  deux  courbures  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires, 
suivant  que  r^  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  /'-. 

Lors  donc  que  r'^  est  plus  grand  que  /•-,  la  courbe  tournant  sa  con- 
vexité à  l'enveloppe,  s'éloigne  peu  de  la  figure  de  l'hyperbole  équilatére 
qui  toucherait  l'enveloppe  aux  mêmes  points;  toutefois  elle  embrasse 
cette  hyperbole,  car  son  rayon  de  courbure 

,     r'  +  r'- 


est  toujours  plus  grand  que  celui  de  l'hyperbole  qui  est 
-{/■+/•'). 
En  effet,  si  /•'  est  positif,  comme  il  est  plus  grand  en  valeur  absolut 
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que  r,  les  deux  rayons  de  courbure  sont 


—, et     /•'  -+-/■; 

/    —  r 

si,  au  contraire,  r'  est  négatif,  il  faut  prendre  pour  les  deux  rayons  de 
ourbure  les  formules 

r     et      -    r-f-r'   ; 


dans  l'un  et  l'autre  cas  le  premier  est  plus  grand  que  le  second. 

Au  contraire,  lorsque  r^  est  plus  grand  que  r'^,  la  courbe  et  l'enve- 
loppe, au  point  où  elles  se  touchent,  ont  leurs  courbures  tournées  dn 
même  côté.  Au  reste,  le  rayon  de  courbure  de  la  conjuguée  est  tou- 
jours plus  grand  que  celui  de  l'enveloppe,  puisque  ce  dernier  est 
encore  ±[r  +  r'). 

On  peut  vérifier  aisément  de  la  manière  suivante  ces  indications  de 
la  théorie  :  Potu"  savoir  si  la  courbe  coupe  ou  non  ses  deux  tangentes 
_/  =  d=  (  /■  H-  r'  ),  posons 


J 


=  y  r^  —  /■'-  —  œ^  -+-  irr'sj—  i  =  z  +  ii\  —  ' , 


les  X  des  points  de  rencontre  cherchés  seront  dès  lors  fournis  par  les 
équations 

'J  -  u^  =  r'  -  r"  -  a% 

zn  r=  rr' 
et 

z  -h  H  ^=  r  -i-  I  '. 

Or,  les  deux  dernières  donnent 

z  =  /■     et     n  =  r', 
ou  bien 

z  — •  /•'     et     H  ^=  r , 
d'où  résultent 

x'  =  o, 

55.. 
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ou  bien 

x^  =  i{r-  —  r'°). 

On  voit  donc  que  la  courbe  ne  coupe  sa  tani;eule 
j=  r-h  r' 

que  lorsque  /•■  est  plus  grand  que  r'^. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe, 
au  point  où  elle  touche  l'enveloppe,  devient  infini  lorsque  r=  r'.  Mais 
cette  condition  suppose  r  et  r'  de  même  signe,  de  sorte  que  r  et  r' 
variant  d'une  manière  continue,  si  /•*  dépasse  r'^  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  le  sens  de  la  courbure  de  la  courbe  au  point  où  elle  touche 
son  enveloppe,  change  dans  tous  les  cas,  mais  avec  des  circonstances 
différentes,  suivant  que  /•  et  /'  sont  alors  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires.  Dans  le  premier  cas,  le  rayon  de  courbure  devient  infini 
au  moment  où  la  courbure  change  de  sens,  tandis  qu'il  reste  fini  à  ce 
moment  dans  le  cas  contraire. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  singularité,  il  suffira  d'obsei'ver  que 
dans  le  dernier  cas,  l'enveloppe  s'étant  trouvée  momentanément  ré- 
duite à  un  point  à  l'origine  des  coordonnées,  les  branches  supérieure 
et  inférieure  de  la  conjuguée  se  sont  rapprochées  jusqu'à  se  toucher 
en  ce  point,  ensuite  de  quoi  chacune  d'elles  continuant  son  mouve- 
ment, le  point  de  contact  de  celle  qui  touchait  l'enveloppe  au-dessus 
de  l'axe  des  jc  passe  au-dessous,  et  réciproquement;  de  sorte  qu'en 
réalité  la  courbure  de  chacune  des  branches  reste  tournée  du  même 
côté,  comme  cela  devait  être. 

Lorsque  r^  est  plus  grand  que  r'^,  la  courbe  affecte  deux  formes  en- 
tièrement différentes,  selon  que  r  et  /'  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires.  Dans  le  premier  cas,  les  parties  gauche  et  droite  de 
la  branche  qui  touche  l'enveloppe  au-dessus  de  l'axe  des  .r,  après 
être  descendues  au-dessous  de  la  tangente  menée  à  l'enveloppe  au  point 
de  contact,  remontent  sans  couper  l'axe  des  x  et  prennent  pour 
asymptotes  les  parties  supérieures  des  bissectrices  des  angles  des  axes, 
tandis  que  dans  le  cas  contraire  les  mêmes  parties  coupent  l'axe  des  Jf 
et  ont  pour  asymptotes  les  parties  inférieures  des  bissectrices  des  an- 
gles des  axes. 
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On  vérifie  ces  indications,  que  la  condition  de  contiiiiiilé  impose 
suffisamment,  en  cherchant  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
l'axe  des  x. 

Si  l'on  pose,  comme  précédemment, 

d'où  résidtent 


et 


on  obtiendra  les  x  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  Taxe  des 
X  en  joignant  aux  précédentes  la  condition 


Mais  z -h  M  =  o   et  zii  =^  rr'   ne   sont   compatibles    qu'autant   que 
r  et  /■'  sont  de  signes  contraires,  et  il  en  résulte  alors 


Dans  le  cas  où  r  et  /''  sont  de  uième  signe,  la  courbe  a,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  deux  tangentes  horizontales  outre  les  droiteï^ 
J  =^  ±.  [r  +  r').  Pour  les  trouver,  il  faut  faire 


=  o, 


on  a  ainsi  à  résoudre  les  équations 


— 

w 

=  r-  - 

-  r  - 

— 

zu 

=  ri', 

^ 

du 

=  - 

X 

z 

du 

lu 

dz 
dx 

=z  0, 

X-,- 


dz  du 

dx         dx  ' 
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ou  bien 


dz 

di 

{u- 

^■) 

= 

o, 

dz 

("+ 

=) 

= 

- 

X, 

I 

n  = 

/•/■' 

) 

-  ?r  = 

/■- 



r'- 

_ 

X 

Si  /•  L't  ;•'  étaient  de  signes  contraires,  il  en  serait  de  même  de  ;  et  ;/, 
de  sorte  que  l'équation 


dz  , 

dx  "•  ' 


ne  donnerait  que 


-—  =  o,  d  ou  JT  =  o,      s  =  it  /■,      //  =  it  r  : 

dx 

mais  si  r  et  ;'  sont  de  même  signe,  on  peut  satisfaire  à  l'équation 
dz 

en  posant 

«  =  r, 
et  il  en  résulte 

X'  =  y^  —  r'^,      «  =  ;.  =  iy'r/-'. 

Il  serait  facile,  d'après  toutes  ces  indications,  de  construire  la  courbe 
ilans  chaque  cas  distinct. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  /  '  était  nul,  la  courbe  se  compo- 
serait de  la  circonférence  du  cercle 

y-  +  -ï'  =  '\ 

et  de  l'hyperbole  équilatère 

f-  -  X-  ^  ~  i\ 
et  que  si  /était  seul,  elle  se  réduirait  à  l'hyperbole  équilatère 
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165.   Des  angles  au  centre  du  cercle  imaginaire.  —  Le  rayon  de 
l'enveloppe  circulaire  des  conjuguées  du  lieu 

j-+a:-=  =  (r4-r'v-  ,y- 

étant  r~\-  /',  nous  prendrons  ce  rayon  pour  unité;  en  posant  cl  ailleurs 
-  =  k,  l'équation  du  cercle  deviendra 

Si  X  et  ;-  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  lieu, 


(^?) 


i  -f-i- 


+-  '■■  y  —  ■  \ 
i-t-x-     ! 

satisferont  à  l'équation 


du  cercle  réel;  x^  et  j',  seront  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  angie  défini 
analytiqueinent  et  géométriquement,  y  +  '^y/ —  i. 

Nous  avons,  dans  le  chapitre  précédent,  regardé  l'expression 
y  -I-  t|i  v' —  •  comme  représentant  l'inclinaison  sur  l'axe  des  x  du  rayon 
mené  de  l'origine  au  point  [x,,  j-,]  du  cercle  réel. 

Nous  regarderons  de  même  ici  l'expression 

(^'tT^)'^?  -f-  t  v'"=^)  :-  «Î-  --   ^  V^ 

comme  représentant  l'inclinaison  sur  l'axe  des  x  du  rayon  mené  de 
l'origine  au  point  [^,  j]- 

Les  valeurs  conjointes  de  a?  et  de/  lorsque  k  est  donné,  déterminent 
évidemment  $  +  ^y'—  i  à  un  multiple  près  de 


I  -\-k 

et  réciproquement. 
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164.  L'angle  <I>  +  ¥\  —  i  est  déjà  défini  géométriquement,  d'une  ma- 
nière indirecte,  par  sa  reLition  avec  l'angle  (p-h^\i'~  i;  mais  nous 
allons  voir  qu'il  comporte  par  rapport  à  la  conjuguée  du  cercle 

sur  laquelle  se  trouve  le  point  correspondant  [j^,  r],  et  par  rapport  à 
l'enveloppe,  une  définition  directe,  analogue  à  celle  que  nous  avons 
donnée  dans  le  chapitre  précédent  de  l'angle  o  +  t|i  y  —  i  tracé  au 
centre  du  cercle  réel . 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  [jl\  i  ]  appartienne  à  la  con- 
juguée C  =  G  du  lieu 

X-  ■+-  r^  = 5_ 

^'  \      I  +  > 

laquelle  touche  son  enveloppe  aux  extrémités  du  diamètre  couché  sur 
l'axe  des  x  :  les  autres  cas  se  ramèneront  aisément  à  celui-là,  puisque 
pour  effectuer  le  passage  il  suffira  de  faire  tourner  les  axes,  d'un  angle 
réel,  autour  de  l'origine. 

Supposons  que  le  point  [.r,  j  ]  appartienne  à  la  portion  supérieure 
de  la  branche  de  droite  de  la  conjuguée  C  =  o;  soient  M  ce  point,  P  le 
pied  de  son  ordonnée,  A  l'extrémité  droite  du  diamètre  horizontal  et 
O  le  centre  de  l'enveloppe. 

L'intégrale 

c/.r  Y  (/■  4-  i'  \i  ■ 


/' 


est 


-(r-\-  /' V—  i)'    — ^==^\/i  —  ( ^^=^)    —  arccos "^ : 

2  |_r4-/-v— iV  \/-+'-\/ — 1/  r-^r'\/' — ij 

si  l'on  prend  pour  limite  intérieiwe  l'abscisse  du  point  A,  c'est-à-dire 
r  -+-  r'  y—  i ,  on  a  donc 


i(y-+  ,.'.  _i)=r ^^=\/i  -(- — ^^=)'- arccos ^7=1, 
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d'où 


r  -i-  /  v/—  1 


-  /  r/x\/(r-f-/-'v'—  ij'—x-H 


-('■+/''v'-i/  '■-+-'■' v'-i  -('•+'-'v/— 1 


Or  y  (/'-)-/■' y/— i)'^  —  a'^  étant    réel,  -  .r  y  (r  +  r' y'— i)^  —  •^'^    *'"   Y 

remplaçant  y/—  i  par  i  (lotis  calculs  faits, bien  entendu),  représenterait 
l'aire  du  triangle  OMP;  d'un  antre  côté 


/  dx  y  (r  +  r'  y'  —  i  )  -  —  x'- , 


.y-. 


en  y  remplaçant  aussi  y—  i  par  i,  donnerait  l'aire  du  segment  AMP; 
par  conséquent  en  remplaçant  de  même  y—  i  par  i  dans 


-  X  \j[v  4-  r'  y'  —  I  )''  —  X-  —   /  dx  y  {/"  +  /''  y'  " 


\)   —  x\ 


on  obtiendra  l'aire  du  secteur  AOM  compris  entre  la  conjuguée  et  les 
deux  rayons  OA  et  OM. 

Ainsil'arc  dont  le  cosinus  est ^-7=  est  le  rapport  à  ('M- /'y  —  i)" 

du  double  de  l'aire  du  secteur  AOM,  convenablement  décomposée  en 
parties  réelle  et  imaginaire. 

En  d'autres  ternies,  la  somme  't  +  ^Y  des  deux  parties  réelle  et  ima- 
i;iiiaire  de  la  quantité  O  +  ^  y' —  1,  définie  plus  haut,  est  le  double  du 
l'apport  du  secteur  AOM  au  carré  (/"+  /')"• 

Pour  connaître  <ï>  et  ¥,  il  resterait  donc  seulement  à  savoir  comment 
se  décompose 

(D  +  T. 
Or  l'angle 

9  +  ij.  y'^~r 

est,   par  hypothèse,   tel    que  son  sinus  nudtiplié   par  r+/'y'— i  se 

Tuine  VII  (2«  série).  —  Dixemeiie  1862.  5d 
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trouve  réel,  puisque  ce  produit  n'est  autre  que  l  j"  du  point  décrivant 
que  l'on  suppose  appartenir  à  la  conjuguée  C  =  o. 
Ainsi  o  et  i|;  sont  liés  par  la  condition  que 

sin  (ip  +  i}\/—  i)  (r+z-'V—  i  ) 
soit  réel,  c'est-à-dire 


Cette  relation  entre  y  et  ij;  en  fournira  une  correspondante  entre  à' 
et  Y,  qui,  jointe  à 

„,        asectAOM 

*  +  y  =  -7-— VTT-' 

achèvera  de  faire  connaître  $  et  Y. 

I60.  Supposons  maintenant  que  le  point  [jc,  )]  appartienne  à  une 
conjuguée  quelconque  dont  la  caractéristique  sera  C=  — cot"/,  ce  qui 
signifie  que  la  conjuguée  C  touchera  l'enveloppe  aux  extrémités  du 
diamètre  incliné  de  l'angle  y  sur  l'axe  des  x. 

On  rentrera  dans  le  cas  précédent  en  faisant  tourner  d'abord  les 
axes  de  l'angle  7  autour  de  l'origine  :  par  conséquent  x'  eiy  désignant 
les  coordonnées  nouvelles  d'un  point  M  dont  les  coordonnées  ancien- 
nes étaient  x  et  /,  B  désignant  l'extrémité  du  rayon  incliné  de  l'angle 
y  sur  l'axe  des  r,  Q  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M 
sur  OB  prolongé,  œ'+  4''V~  '  l'angle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  se- 
raient 

'^'  ^-'  j' 


-i-/y/_A  -^  '       /i  +  xV' 


!  +  /■ 

l'angle  9-+-  ^ly—  i  sera  égal  à 

7+  (p'+f  */—  I, 
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par  conséquent  l'angle  $  +  W\J—  i  aura  pour  valeur 


La  seconde  partie  {f'  -+-  tj;'  ^/ —  i)  f — —  j   de  cet  angle  se  lie  au 

double  du  secteur  BOM  par  les  relations  qu'on  a  établies  précédem- 
ment,etquant  à  la  première,  elle  représente  le  produit  par  I ^-7 —  1 

du  double  du  secteur  AOB. 

1 66.  De  V  angle  d'un  faisceau  de  droites  ininginnires  avec  l'axe  des 
X.  —  Ce  qui  précède  suffira  pour  expliquer  la  multiplicité  des  angles 
correspondants  à  un  même  coefficient  angulaire. 

Quel  que  soit  le  point  que  l'on  considère  du  lieu 

jr={in  +  nsj'^)x, 

on  trouve  que  et    ,  sont  toujours  le  sinus  et  le  cosinus  du 

même  angle  9  +  ^[i  V —  '  i  "'ais  ce  résultat  doit  être   interprété   en  ce 

sens  que,  quel  que  soit  le  point  [j^, /],  le  rap[)ort  à  ( 7 — 1    de 

l'angle  $  4-  ^  \1—  i ,  que  fait  avec  l'axe  des  x  le  rayon  du  cercle 

X-  +  y^  —  ' 


auquel  appartient  le  point  [,r,  y\^  donne  toujours  la  même  quantité 
©  +  (|/  V  —  I  :  quant  à  l'angle  $  +  'F  y^  —  i ,  il  varie  avec  A',  par  consé- 
quent avec  X  e\.  y. 

Pour  exprimer  l'angle  avec  l'axe  des  a' d'une  droite  quelconque  du 
faisceau 

j  =  [ni  +  n\J—i)  X, 

ayant  pour  caractéristique  C,  il  suffira  d'exprimer  A  en  fonction  de  C 

5G.. 
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par  la  condition  que  le  point  de  rencontre  des  deux  lieux 

/  =  [m  -h  n  \  —  i)  .r     et    J"  +  .r-  =  (  -~ —  ) 

appartienne  au  système  C. 

Nous  supposerons  d'abord,  pour  simplifier  le  calcul,  que  le  faisceau 
ait  son  équation  réduite  à  la  forme  j' z=  n  ^ — i;  on  rentrera  ensuite 
dans  le  cas  général  au  moyeu  dune  transformation  de  coordonnées. 

Les  coordonnées  du  point  de  rencontre,  dans  le  cas  du  faisceau 
r  =  7zy  —  1  X,  sont 

I  ■+■  k\l—i        I 


J- 


1  +  /-        sji-n' 


>  +  /! 


Or  n  est  supposé  moindre  que  i,  les  parties  imaginaires  de  j-  et  de  x 
sont  donc 


^   — 


et      ^ 


{\-^  k)\l\—n'  ^         ,,4-  /,-)y/,  _„•• 


la  condition  poiu'  que  le  point  d'intersection  ait  pour  caractéristique  C 
est  donc 

d'où 

k-- 

et 

I  +  i?  V  —  ■         c  -H  «  V  —  1 


\-\-h 


En  consétjuence,  le  cercle  imaginaire  qui  coupe  la  droite  du  système 
C  du  faisceau  est 


yl    _|_    ^. 


(^T^y. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  445 

I  angle  que   fait   cette  droite  avec  l'axe  des  x,  estimé  dans  le  cercle 

dont  elle  forme  un  rayon,   est   donc  (  — 1  arc tang(«v^— i). 

Si  le  faisceau  considéré  se  trxjuvait  dans  une   position  quelconque 
par  rapport  aux  axes,  son  équation  serait 

)•  =  {m  -\-  n\l  —  \)  JL-  =  X  tang(ip  +  ij'V  —  '  )' 

la  condition  de  rencontre  entre  la  droite  du  système  C  de  ce  faisceau 
et  le  cercle 


J> 


i-H/.  v-t-'  Y 


n-^- 


se   irerait  de  la  formule  précédente  en  substituant  à  C  la  tangente  de 
l'angle  de  la  droite  j  =  Cx  avec  la  droite  j  :=  x  langy,  c'est-à-dire 


tani;()> 


elle  deviendrait  ainsi 

I  -I-  X-  y/^ 


I  +  C  tangcp 

C  —  langîp 
i  +  Ctan(,'!| 


+  lang\^)/ 


v/37) 


k 


C— tangy    _^ i_ 

I  +  C  tanj;?        yCTT 


tang(  J/y/ — i 


de  sorte  que  l'angle  que  ferait  cette  droite  du  système  C  avec  l'axe 
des  a;,  estimé  dans  le  cercle  dont  elle  forme  un  rayon,  serait 


[ 


C  —  tan 


g? 


1  -+-  C  langi) 


tang(^V'^) 


C  —  tanirip  i       ,  .    ,- 

• — ^^-^  H =:(tanL'J;v' — ' 


lv'->. 


167.   De  l'angle  de  deux  faisceaux  de  droites  imaginaires.  —  Le 
calcul  appliqué  à  la  recherche  de  l'angle  de  deux  faisceaux 


et 


j  —  (/«  +  /(y'—  i}x  =  tang(9  -h  <\i\/—\)x 
j  —  {ni'  4-  n'\J—  i)  X  =  \au^{f'  -+-  i\)'\/  —  i)x 
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ne  fournit,  pour  l'angle  inconnu,  que  la  seule  valeur 

?'  —  ?-*-  ('}'  -  ^)s-'; 

mais  à  cette  valeur  unique  correspondent  des  angles  en  nombre  infini 
lorsqu'on  les  recherche  au  centre  de  tous  les  cercles  imaginaires  dis- 
semblables. 

Le  résultat  obtenu,  au  reste,  peut  s'interpréter  d'une  infinité  de 
manières  différentes,  puisqu'il  se  rapporte  à  deux  quelconques  des 
droites  de  l'un  et  de  l'autre  faisceau. 

Il  signifiera,  si  l'on  veut,  que  l'angle  au  centre  du  cercle 

intercepté  entre  les  droites,  de  caractéristiques  différentes,  des  deux 
faisceaux,  qui  coupent  ce  même  cercle,  est 

[,'-ç-HOy-.}.)v'^](i^^y, 

quantité  qui  se  lie,  comme  on  l'a  vu  précédemment,  à  l'aire  du  sec- 
teur de  la  conjuguée  considérée  compris  entre  les  deux  droites  choi- 
sies dans  l'un  et  l'autre  faisceau. 

168.   De  V angle  de  contingence  d'un  lieu  en  un  point  imaginaire.  — 
L'équation 

Y-y=  -7^7^  (X  -  o-j  =  [m  +  n  V^)  (X  -  x) 

représente  le  lieu  j'y^tX^  =  o  dans  un  espace  infiniment  petit  tracé 
autour  du  point  [x,^]  de  ce  lieu;  c'est-à-dire  que  les  droites  du  fais- 
ceau 

Y  ^  (m  -+-  ?2  \  —  i)X 

sont  parallèles  aux  tangentes  à  toutes  les  courbes  que  l'on  pourrait 
tracera  partir  du  point  [.a:",  j]  dans  la  portion  du  plan  recouverte  par 
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les  conjuguées  du  lieu 

Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  infiniment  petit, 
clx  z=  da.  -\r  d^sj—  I . 
il  en  résulte  pour  j  l'accroissement 

djr  —  {,n-\-n\J—i)  {dv.  +  d[isj—  i )  =  mda  —  nd[i  +  (ruh.  +  ind^)\/'^~ 
et  le  point  [  J:',  J']  a  décrit  un  élément  parallèle  à  la  conjuguée 

du  faisceau 

j-  =  (/7i  +  nij  —  i).r. 

(Iy 
Si  le  point  [x,  7]  se  déplace  infiniment  peu,  —  change  et  devient 

en  posant  donc 

le  faisceau  des  éléments  du  lieu  devient 

j  =  [/7z  -f-  ny/—  !  +  (/)  +  7  v/"~  '.)  '^■^J  ^y 
l'angle  de  ce  nouveau  faisceau  avec  l'ancien 

J-  =  [m  -H  n\J  —  I  )  X 

est  l'angle  de  contingence  du  lieu  au  point  [.r,  jj;  il  reçoit  son  inter- 
prétation de  ce  qui  précède. 

169.   De  la  courbure  d'un  lieu  en  un  point  iitwginaire.  —  L'angle 
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de  coiUiiigence  défini  comme  il  vient  de  l'élre  a  pour  expression 


-(ê) 


dx. 


Le  rapport  de  cet  angle  à  la  différentielle  de  l'abscisse,  et  par  consé- 
quent à  l'expression  ds  ^  \(Lr^  +  dj-,  est  indépendant  du  chemin 
suivi  par  le  point  [x,  j-].  Cela  ne  signifie  pas  que  l'angle  que  fait  le 
faisceau  des  éléments  du  lieu  au  point  [j^,  J"]  avec  le  faisceau  voisin 
reste  le  itième  tout  autour  du  j)oint  [jc,  j"],  mais  que  le  rapport  de  cet 
angle  à  ds  ou  \Jdx^  -+-  dy-  reste  toujours  le  même. 

Ce  rapport  est  la  courbure  du  lieu  au  point  considéré,  et  cette  coiu- 
bure  reçoit  do  ce  qui  précède  une  interprétation  simple. 

170.  Transforinalioii  imaginaire  des  coordonnées.  —  Si  dans  une 
équation  f[x,j)=^o  on  remplace  x  par  a:  +  rt -+- «' \/— i ,  j  par 
v+i-f-i'y/ — 1^  et  qu'on  suppose  en  même  temps  l'origine  des  coor- 
données transportée  effectivement  au  point  dont  les  coordonnées  an- 
ciennes étaient  x^=a  +  a',j^b  +  b',  l'ensemble  du  lieu  représenté 
par  la  nouvelle  équation,  rapporté  aux  nouveaux  axes,  coïncidera 
avec  l'ancien  lieu;  c'est-à-dire  que  le  lieu  entier  recouvrira  les  mêmes 
portions  du  plan  et  le  même  nombre  de  fois  pour  chacune  d'elles. 
Mais  les  conjuguées  se  trouveront  changées;  les  points  d'une  des  con- 
juguées du  nouveau  lieu  dériveront  en  effet  par  Irausfbiniation  de 
points  pris  sur  toutes  les  conjuguées  du  premier. 

La  substitution  des  expressions 

X  cos«  — j  sina 

et 

j'sina  -h  rcosa 

à  la  place  de  x  et  de  j,  dans  une  t'quationy  (.r,  j)  =^  o,  a  pour  effet, 
lorsque  a  est  réel,  ou  bien  de  flure  tourner  les  axes  autour  de  l'origine 
d'un  angle  a,  de  droite  à  gauche  par  exemple,  en  laissant  fixe  le  lieu 
représenté  par  l'éqpation   primitive,  ou  de  faire  tourner  au  contraire 
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de  gauche  à  droite  de  l'angle  a  le  lieu  en  question,  en  laissant  les  axes 
primitifs  fixes.  Les  deux  opérations  rentrent  l'une  dans  l'autre  et  ser- 
vent par  conséquent  aux  mêmes  usages. 

Dans  le  cas  au  contraire  où  l'angle  a  serait  imaginaire  sans  partie 
réelle,  il  serait  impossible  de  considérer  la  transformation  comme  re- 
venant à  un  changement  effectif  d'axes. 

En  effet,  d'abord  le  lieu  représenté  par  la  nouvelle  équation  ne  sera 
jamais,  sauf  un  cas  particulier  que  nous  examinerons,  superposable 
à  l'ancien,  c'est-à-dire  qu'il  ne  sera  pas  seulement  transporté,  mais 
en  même  temps  déformé. 

D'un  autre  côté,  si  l'ouverture  effective  correspondante  à  un  même 
angle  réel  est  toujours  la  même,  quel  que  soit  le  cercle  réel  ou  imagi- 
naire au  centre  duquel  on  place  cet  angle,  ce  qui  permet  de  concevoir 
sans  ambiguïté  possible  une  rotation  réelle;  au  contraire  l'ouverture 
réalisée  d'un  angle  imaginaire  sans  partie  réelle  dépend  essentiellement 

du  rapport  —  =  A-,  qui  définit  le  cercle  imaginaire  au  centre  duquel 
on  place  cet  angle.  D'où  il  résulte  que  faire  tourner  les  axes,  autour 
de  l'origine,  d'un  angle  imaginaire  ay  —  '  "aurait  de  sens  clair  qu'au- 
tant qu'on  aurait  choisi  d'avance,  ce  qui  ne  pourrait  se  faire  qu'arbi- 
trairement, le  rapport  A-  des  parties  imaginaire  et  réelle  du  rayon  du 
cercle  au  centre  duquel  on  devrait  compter  l'angle  a\  —  i. 

La  question  posée  doit  donc  être  réduite  à  savoir  comment  se  dé- 
duisent l'un  de  l'autre  les  lieux  représentés  par  deux  équations 

/  (-'f ,  j)  =  o 
et 


/( 


jTcosa  V  —  I  —  j-sinav  —  '>     jrsinay  —  i  -l- j'cosa  y  —  i  j  =  o, 

rapportées  à  un  même  système  d'axes  rectangulaires. 

Cette  question  est  facile  à  résoudre. 

Si  X  et  j  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
premier  lieu  et  ce' j'  celles  du  point  correspondant  du  second,  les 
relations 


X  =  j:'cosa  \/—  i  —  j'sina  y —  f 

Tome  Vil  (2^  série). —  Décembre  1862. 
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et  

j-  =  x'  t'in  a  v'  —  '  +  JK'  cosa  y  ~  ^  ' 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

.r^  -i-  j-  =  -v'-  -h  J'  ', 

montrent  d'abord  que  les  deux  poinls  [jc,  f]  et  [x',  j']  appartiennent 
au  même  cercle  imaginaire. 

Ainsi  chacini  des  points  du  premier  lieu  ne  s'est  déplacé  que  sur  le 
cercle  imaginaire  où  il  se  trouvait  d'abord. 

De  plus,  les  mêmes  équations  donnent 


tanga  V  —  ' 


c'est-à-dire 


I  —  ^  tanga  v  —  i 


r  ,         V 

arc  tang  —  =  a\  —  i  -h  arc  tang  ^ 


Ainsi  le  point  [x,  j]  s'est  déplacé  sur  le  cercle  qui  le  contenait  de 
façon  que  l'angle  décrit  par  le  rayon  vecteur  eût  pour  mesure  con- 
stante a  y  —  I  • 

Si,  dans  l'équation 

j-  +  a-  —  (r+  ''v-i), 

on  remplace  .v  et  j'  respectivement  par 

X  cosa  —  j'siny. 
et 

xsina  +  j^cosc/, 

elle  reste  identiquement  la  même,  quel  que  soit  a,  réel  ou  imaginane. 
composé  d'une  ou  de  deux  parties,  de  sorte  que  le  lieu  ne  subit  aucune 
modification. 

Ce  résultat  s'explique  tout  naturellement,  car  tous  les  points  du  lieu 
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appartenant  au  même  cercle  et  chacun  d'eux  ne  décrivant  qu'un  arc 
de  ce  cercle,  le  lien  des  nouveaux  points  ne  pouvait  pas  différer  de 
l'ancien. 

171.  Des  cooirlonnp'es  polaires.  —  La  règle  que  nous  avons  adoptée 
pour  figurer  les  lieux  imaginaires  représentés  par  une  équation  entre 
les  coordonnées  rectilignes  d'un  point,  avait  été  éprouvée  dans  trop 
de  circonstances  diverses  pour  que  nous  ne  dussions  pas  renoncer  à 
l'emploi  des  coordonnées  polaires,  tant  qu'il  serait  impossible  de  re- 
trouver dans  une  équation 

y(pcosw,  josinw)  =  o, 
les  mêmes  points  qu'avait  fournis  1  équation 

/(•^>  j)  =  o- 

Il  eût  été  absurbe  d'imaginer  arbitrairement  un  niode  de  représen- 
tation des  solutions  imaginaires  d'une  équation  en  coordonnées  po- 
laires, sans  se  préoccuper  de  savoir  si  les  lieux,  que  l'on  supposerait 
dès  lors  représentés  par  cette  équation,  coïncideraient  ou  non  avec  ceux 
qu'avait  fournis  l'équation  correspondante  en  coordoiniées  rectilignes. 

C'est  pourquoi  nous  nous  sommes  complètement  tu  jusqu'ici  sur  les 
coordonnées  polaires. 

Mais  la  théorie  précédente  fournit  d'elle-même  la  règle  à  suivre 
dans  la  représentation  graphique  des  coordonnées  polaires,  lorsqu'elles 
cessent  d'être  réelles. 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  l'équation 

y(pcosw,  |Jsinw)  =  o, 

',)  ne  doit  être  regardé  que  comme  la  mesure  de  1  angle  que  fait  avec 
l'axe  des  X  le  rayon  vecteur  mené  au  point  mobile,  l'angle  lui-même 
doit  être  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  |5. 

Moyennant  cette  manière  d'entendre  les  coordonnées  polaires,  les 
lieux  fournis  par  les  deux  écpiations 

/(■^,  j)  =  o 

57.. 
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et 

y  (pcosw,  psiiifo)  =  o 

coïncideront  toujours  évidemment. 

En  effet,  pour  construire  l'ensemble  des  lieux  représentés  par  une 
éqiiaîion  f  [oc,  j)  =  o,  on  pourrait  poser  x  =  pcosw  et  j"^  psinco  ; 
donnant  alors  à  w  une  valeur  quelconque  <f  +  <i^\l  —  i  ^on  trouverait 
dans  le  cercle  réel  de  rayon  i,  le  rayon  dont  l'angle  avec  l'axe  polaire 
serait  9  -+-  i{^  y  —  '  j  ^^^  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce  rayon  four- 
niraient les  valeurs  de  -  et  de  — »  qu'il  suffirait  donc  de  multiplier  par 


p  pour  obtenir  x  et  j'.  Or,  par  cette  opération,  l'angle  ©  +  <]>  V  —  '  *^ 
trouverait  transporté  au  centre  du  cercle  de  rayon  p,  et  le  point  [x,  j^] 
obtenu  appartiendrait  à  ce  cercle. 

172.   Pour  retrouver  dans  une  équation 

J^îp  cosoi,  psinw)  =  o 
les  conjuguées  du  lieu 

il  suffira  d'assujettir  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  ^  et  de  w  à 
une  condition  convenable.  Cette  condition  est  facile  à  exprimer. 
Soient 

p  =  r  -h  r'  \  —  I      et      a  =  tf  -h  ^  \!  —  i  ; 

les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  ^  seront 

j:  =  (;■  -i-  /■' \  —  i)  (cosy  costl;  y  —  '  —  sinç  sindi  \j  —  i), 
y  =  (r  +  r' \  —  1  )  (sinç  costj;  \  —  i  +  cosy  siniji  y  —  i  j; 

pour  que  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  j"  et  de  x  reste  constant 
et  égal  à  la  caractéristique  C  de  la  conjuguée  qu'on  voudrait  obtenir, 
il  faudra  donc  que 


/■coso  sin-^  y'  —  1  -(-  /' V  —  '  sinocosij/v  —  i 
—  rsino  sin-i  y'  —  i  -t   >\' — i  cns-^  cos-!/ \' — i 
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r'  y/ — I  tang'j)  -I-  r  tang4<  \/ — i  „ 

-  —  VJ  1 

r'  sj — I  —  r  tangy  tangip  y/ — l 

OU  encore 


r  tang  J/  v/ —  I 

tangyH fp^!-— 

r'  SJ—i 

rXxaaii  J — I 
i-tangy ^bYV_  _ 


=  C: 


en  posant 

I  /■  tang^!/  v/  '- 1 

tang7=-g     et     tangp.  =     ^     _-    ^- 

Cette  condition  revient  à 

^  +  7  =  ?  +  P-» 
d'où 

par  conséquent 

tang  (?  -  v)  =    ,  'lf.T/-Tl' 
ou  enfin 

tang(y  —  y)tang'\i  <f^  =  ^—^  =  k  \/  —  i , 

condition  très-simple  et  dont  la  forme  est  remarquable. 

Quand  il  s'agit  de  la  conjuguée  C  =  ^o  ,  cette  condition  devient 

tangy  tangij;  V—  '  —  k\i—  i  • 

175.  application  aux  courbes  du  second  degré.  —  Si  l'on   veut, 
dans  l'équation 

'  I  C  COS  w 

retrouver,  par  exemple,  la  conjuguée  C  =  ac  de  la  courbe  réelle  qu'elle 
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représente,  il  faudra  faire  ç  =  o  et  r'=o;  en  effet,  l'équation 


r-\-  r'^—  s  = 


P 


1  —  ecos(ç  +  ij*  V — I 
se  décompose  en 

;•(  I  —  ecosip  cosiji  y/ —  i  /  "^  e/''\/ —  i  sinçp  sini];  \/ —  i  =  p 
et 

e/'sin(f)sini];\/— 1  -4-  r'  y/—  r  (  i  —  ecos^  C0S(j;  y/— j  j  =  o, 

la  dernière  donne 

r  ecosip  cos\}/ V  —  i  —  i 


'■  V  —  I  e  sin  ç  sinij^y' — i 

(le  sorte  que  la  condition  à  remplir  serait 


e  costp  cosij;  v' —  I  —  I 


tangç- tangiJ-V  — '  esitiysin-|  y^^^ 

d'où 

langy  taiigtj>  y/—  i  =  o. 

En  faisant  tangij^v' —  i  =o,  on  aurait  évidemment  la  courbe  réelle;  par 
conséquent  on  obtiendra  la  conjuguée  0  =  00  en  faisant  tang©  =  o, 
mais  alors  léquation 

^/■sin(psini|;\/ —  i  +  r'  \/—  i  (  t  —  e  cosip  costj;  v'^ —  '  / 

donne  r'  =  o. 

On  aurait   obtenu    ces  conditions   directement   en    observant  que 
l'équation  proposée  donnant 

p  —  ep  coso)  =  p, 

si  pcosa  est  réel,  p  doit  l'être  aussi,  ce  qui  donne  r'  =  o;  d'un  autre 
coté,  p  étant  réel,  cosw  devait  l'être  aussi,  ce  qui  exigeait  que  o)  fût  réel 
ou  imaginaire  sans  partie  réelle. 
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Théorie  des  courbures  des  courbes  que  Von  peut  tracer  à  partir  d'un 
point  [oc,  y]  d'un  Ueuf{.x,  j-)=  o  sur  la  portion  du  plan  recouverte 
par  les  conjuguées  de  ce  lieu. 

174.  La  théorie  qui  va  nous  occuper  est  entièrement  analogue  à 
celle  des  courbures  des  sections  planes  qu'on  peut  obtenir  dans  une 
surface  à  partir  d'un  point  de  cette  surface. 

La  courbure  d'une  courbe  définie  par  une  condition  complémen- 
taire 

ip(a,  p,  a', /5')  =0, 
jointe  à  l'équation 

f{x,x)  =  o 

du  lieu  total,  ne  dépend  en  un  de  ses  points  [x,  jr]  que  de  -t^î  si  la 
condition  f  donne  au  point  [j?,_7'J 

77^  =  °' 
et  ne  dépend,  dans  le  cas  contraire,  que  de 

— !—      et  ue      — —■ 

Dans  le  premier  cas,  la  courbure  de  la  courbe  ne  dépend  que  de 
la  direction  de  sa  première  tangente,  comme  la  courbure  d'une  sec- 
tion normale;  dans  le  second  elle  dépend  de  la  direction  de  sa  pre- 
mière tangente  et  d'une  quantité  analogue  à  l'inclinaison  du  plan 
d'une  section  oblique  sur  le  plan  de  la  section  normale  qui  a  même 
(race  sur  le  plan  tangent. 

175.  Nous  désignerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  par  analogie,  la 
valeur  de  -j^  au  point  considéré  par  C.  Ce  rapport  '■—  n  est  autre 
que  la  caractéristique  de  celle  des  droites  du  faisceau 

j  =  [m  -t-  n  \J  —  I  )  X, 

qui  est  parallèle  au  premier  élément  de  la  courbe. 
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Nous  nous  bornerons  à  l'examen  du  cas  où  C  ne  varierait  pas  le 
long  de  la  courbe  tracée,  du  moins  dans  un  intervalle  infiniment 
petit.  Ce  cas  nous  intéresse  plus  particulièrement,  parce  qu'il  com- 
prend celui  où  la  courbe  considérée  serait  une  conjuguée  du  lieu 
total. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier  les  calculs,  qu'on  ait  pris  l'axe 
des  X  parallèle  au  grand  axe  du  faisceau  des  éléments  du  lieu  au  point 
[x,^],  de  façon  que  l'équation  du  faisceau  des  droites  parallèles  à 
ces  éléments  soit  réduite  à  la  forme 

n  étant  moindre  que  i. 

La  direction  du  premier  élément  de  la  courbe  décrite  est  celle  de  la 
droite  représentée  dans  le  système  C  par  l'équation 

y  —  n{^x, 
c'est-à-dire  de  la  droite 

r=    «  H 7^  \oc  =-77- oc; 

la  différentielle  de  x  étant 

dx  =^  da  +  d^\  —  \ , 
celle  de  j  est 

dj  =  da!  4- d[-j' y'—  i  =  n sj—i  {da  -h  d^isj—i)  =  —  nd^  +  nda \  —  \, 

de  sorte  que  la  condition  que 


revient  à 


d^=  ^da. 
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et  que,  par  suite,  dx  prend  la  forme 
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dx  =  r/a  (  I  + 


''y  .^. 


êv-)- 


La  différentielle  de  -j-  s'exprime  donc  par 


d'-£=  {p+q\!-\)dx  =  (/;  +  9v'-i)  (l  +JV-i)^« 

«  C  —  i"l  j  7  C  —  np    ,       I 

=  ^-— ^ — -da-h  '    ^       d<x\/—  I  . 

Le  faisceau   des   droites   parallèles  aux   éléments    du    lieu  au    point 
[x  -4-  dx,  J"  -{-  dj"]  est  donc 


et  par  suite  le  second  élément  de  la  courbe  décrite  est,  d'après  une 
formule  connue  [*],  parallèle  à  la  droite 


I 


pC  —  fiq  -i-  f]C  +  np 


tla.  +  ri  ■ 


(" 


2     «-f 


c/  C  -f-  np 
C        ' 


pC  —  nq  —  f/C  —  np 


(la  —  n  —  C 


] 


X, 


l'angle  de  contingence  d(f  est  donc 

qC  +  np 


pC  —  nq-hqC-\-  np 


(n  +  O—n 


,I>C —  tiq  —   r/C  —  np 


f/a  H-  2  - 


d(ù 


in+C] 


[^ë^T 


[*]  La  droite  de  caractéristique  C  que  représente  l'équation 


=  ini  +  n 


m  —  «  —  C  / 


Tome  VII  (2'  série).  —  Décembre  1862. 
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ou 


,  (pC  —  riq)  [O  +■  iCn  —  n')  -\-  [qC  +  np)  [O  —7.Cn  —  n')    , 


^?  = c[(«+cr+.^(«-cr] ^^' 

ou  encore 

D'un  autre  côté,  l'élément  de  chemin  réellement  parcouru  du  point 
[x,  y'\  au  point  [x  +  dx,  j  4-  rf?]  est 


=  -^  V/(n-t-  C)=  +  n'(?z  —  C)-, 
de  sorte  que  la  courbure  cherchée  est 

d^  _  (p  A-  q)[C  —  ZCn-)  -^  [p—  fj)  (3C-/^  — /?')  _  j_ 

176.   On  peut,  dans  cette  formule,  aux  constantes  />  et  g"  substituer 
les  parties  r  et  r'  du  rayon  de  courbure  r+  r'  \!  —  i  au  point  [j^,_7'], 
La  formule  générale  de  r  +  r'  \/—  i  est 

r  +  r'  v/  —  I  = y. — -^^  ' 

dx- 

ici  elle  devient 

'■+  '■  W-  I  =-^ T=^ 
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et  comme  n-  est  moindre  que  i ,  on  en  tire 


ClUZ^l!     et  -^'(r-«-f 

r^  +  r"  '  r''  +  r'' 


Il  en  résulte  pour  le  rayon  de  courbure  R  la  nouvelle  valeur 


R 


r'i[0  —  ZCn-)-^{r->r-r')['iCn  —  n> 


177.  On  peut  aussi  introduire  dans  la  formule,  au  lieu  de  la  va- 
riable C,  la  tangente  a  de  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  tracée, 
au  point  [jr,  j'],  fait  avec  le  grand  axe  du  faisceau  des  éléments  du 
lieu  en  ce  point,  grand  axe  qui  est  actuellement  parallèle  à  l'axe  des x. 
Cette  substitution  présente  plusieurs  avantages  évidents. 

La  valeur  de  a  est  fournie  par  la  formule 

n- 

_  d'j.'  -k-dV  _  ~C~^"  _  —n--hCn 

dx  ■+-  d&  n  C  +  « 

d'où  l'on  déduit 

_  n[ri  +  a) 
n  —  a 

in}  ^  _  «-t-C  lan 

«  +  C  =  et     72  —  C  =  —  « = 

n  —  a  n  n  —  a 

La  substitution  donne 

2  «'(/•'  +  /") 


\  I  —  ri'  j     a^r  -f-  d 


'6na'r'  —  "à  n^  ar  —  n'  r' 


178.  On  peut  vérifier  sur  cette  formule  celle  que  nous  avons  don- 
née, dans  le  chapitre  IX,  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  au 
point  où  elle  touche  l'une  des  enveloppes.  Cette  formule  était 


R  =  ^^^ 


58. 
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Or  en  un  point  de  l'une  des  deux  enveloppes  n  est  nul  puisque  ~ 
est  réel;  d'un  autre  côté,  si  la  tangente  à  l'enveloppe  a  été  prise  pour 


axe  des  x,  -r-  est  nul 

dr 

rr  =  °-- 

par  conséquent 

dx'  -hdf\/^ 

da  -{-  dfj  sj'^ 

ce  qui  exige  que  dot!  et  d^'  soient  nuls,  d'où  il  résulte  que  C  est  nul 
aussi  et  par  suite  a,  qui  du  reste  doit  être  préalablement  remplacé 
par  72,  comme  on  le  verrait  aisément  dans  les  formules  posées  plus 
haut. 

La  substitution  donne  immédiatement 


R  = 


179.   Les  valeurs  remarquables  du  rayon  de  courbure 

j^  _   /'  +  "''\  '  ■2.n'{r-  +  r'-) 

\i  —  ri"-  j     a'  r  -^  ia-  m'  —  "ian-  r  —  n-  r' 

sont,  jjonr  «  ^  o, 
et,  pour  (7  =  co  , 


R  = 


2«3(,. 


■[l-rf'f 


La  loi  de  variation  des  autres  valeurs  de  R  dépend  essentiellement  de 
la  marche  de  la  fonction 

a^  r  +  '5a-7ir'  —  iair  r  —  n^  r' 

considérée  comme  dépendante  de  a,  puisque  n,  r  et  /'  sont  constants 
en  un  même  point  [x,  j];  il  sera  donc  intéressant  d'étudier  l'équa- 
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tion 

rt'  ;'  +  3rt^  ni'  —  3rt«-  /■  —  «'  /•'  =  o. 

On  peut  d'abord  la  réduire  à 

u^  -\-  Z/cir  —  3m  —  A  =  o, 

en  posant  —  =  A  et  prenant  pour  variable  -  au  lieu  de  a. 
Si  l'on  fait  ensuite  disparaître  le  second  terme  en  posant 

u  =  t  —  k, 
elle  devient 

i^  --  3{k^-  -h  i)f.  -h  2k{k-  +  i)  =  o. 

La  fonction  %-  ~^       des  coefficients  de  cette  équation  est 

A-  (A-  +  1)=  -  {k-  +,)=  =  _  {k-  +  I)^ 

Ainsi  les  trois  racines  sont  toujours  réelles. 

Pour  obtenir  ces  trois  racines  sous  leur  forme  trigonométrique,  il 
faut  poser 

f  —  a  \jk^  -+-  1.  i; 

l'équation  devient  alors 

,3  I        / 

4        4  v^/-^  +  I 

de  sorte  que  l'angle  à  diviser  en  trois  parties  égales  est  celui  dont  la 
tangente  est  k. 

L'élimination  des  intermédiaires  donne  pour  a  les  trois  valeurs 


arc  tang  — 


Jr-  H-  /■"     .  ^    r  r 

a  =^  n  \  1  — sui r 

i  r 

2  7r  -t-  arc  tant;  — 


a  =^  n  \  1  - — 
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et 

/       /— 4  7^  +  arc  tang  — 

a  =  n  \  ^ sin t: 


180.  Pour  déduire  de  la  formule 


R  =: 


2/2'  (/■-  +  r'') 


I — «w     a'r+3a'nr' — Zan'' r — »'/•' 


celle  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  quelconque  C  en  un 
quelconque  de  ses  points  [ce,  j^],  les  axes  étant  d'ailleurs  quelconques, 
il  n'y  aura  qu'à  substituer  k  x  et  k  a  leurs  valeurs  qu'il  sera  facile 
d'obtenir  de  la  manière  suivante. 

En  premier  lieu,  n\'—  i  est  la  racine  moindre  que  i,  en  valeur  ab- 
solue, de  l'équation  qui  donne  la  tangente  de  la  partie  imaginaire 
<^\/—  I  de  l'angle  avec  l'axe  des  x  du  faisceau  des  tangentes  à  la 
courbe  au  point  [x,  j]. 

Ainsi,  si  au  point  [.r,  j-j 

on  tirera  n  de  l'équalion  connue 

«,  71-  —  (/?2j  -\-  n\  +  \)  n  -\-  n,  =;  o, 
qui  donne 


m]  +  fi]  +  I  ±  sj { m;  -\-  n-,  -\-  i)-' —  i"? 

n  z=z  — ' : li — ! ! '— — 3_i 


on  prendra  donc  pour  n  la  valeur 

w  ;  -f-  «  :  4-  I  —  Jim  ?  +  /z  ?  -+-  i  )-'  —  /l/i', 

n  =  — ! î-^ — ■ ■ i— 1 . 

2n, 

puisque  c'est  la  plus  petite. 
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Quant  à  a,  c'est  la  tangente  de  l'angle  que  la  tangente  à  la  conju- 
guée fait  avec  le  grand  axe  du  faisceau  des  tangentes  à  la  courbe  au 
point  [x,  j]. 

Or  la  tangente  à  la  conjuguée  a  pour  coefficient  angulaire 

îang7  =  m,  H- «, + 


m,  —  /?,  —  C 


d'un  autre  côté,  la  tangente  de  l'angle  (p  que  le  grand  axe  du  faisceau 
des  tangentes  à  la  courbe,  au  point  [x,  j"],  fait  avec  l'axe  des  x  serait 
donnée  par  l'équation 

m,  tang'ç  —  (;nj  +  «J  —  i)  tangç  —  m,  =  o; 

mais  on  ne  devrait  prendre  que  celle  des  racines  de  cette  équation 
qui  conjointement  avec  n  ou  —  _- —  satisierait  à  I  une  des  con- 
ditions renfermées  dans 

I  —  tangy  tangiji  y  —  ' 
par  exemple  à  la  condition 

tangif  =  m,  —  n,  \J—  i  tangip  tang(4i  V—  '  )  =  '"i  +  ""i  tangœ. 
Il  vaudra  donc  mieux  poser  tout  de  suite 

m, 

'ang?=7z:^; 

Les  angles  -y  et  9  étant  ainsi  connus,  la  valeur  de  a  s'en  déduira 
par  la  formule 

«  =  tang(v-?). 
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181.  De  la  courbure  des  surfaces  imaginaires.  —  Toute  section 
plane  d'une  des  conjuguées  d'une  surface  n'étant  autre  chose  qu'une 
des  conjuguées  de  la  section,  par  le  même  plan,  de  la  surface  réelle, 
les  théories  qui  précèdent  potu-raient  aisément  être  étendues  des 
courhes  aux  surfaces. 


FIN     DU     TOAIE    SEPTIÈME    (2*SÉRIe). 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  DR  MALLET-IiACllELIEB , 
rue  de  Seine  Saint-Cermain,  lo,  près  l'Institut. 


Joxirnal  de  mathématiques 
pures  et  appliquées 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


> 


■^f^' 


^S^v"*?**^ 


'^.^■.M. 


y::^^^'-^^-^-" 


